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Resumen

La tematica de esta Tesis esta orientada hacia el estudio de las propiedades
pulsacionales de las estrellas variables ZZ Ceti desde un punto de vista tedrico-
numérico.

Las estrellas ZZ Ceti son enanas blancas de tipo espectral DA (con atmésferas
ricas en hidrégeno) las cuales, durante su lento enfriamiento, experimentan inesta-
bilidades pulsacionales al atravesar el rango de temperaturas efectivas comprendido
entre los 10700 y 12500 K (“banda de inestabilidad”). Tales inestabilidades pul-
sacionales son interpretadas como oscilaciones globales en modos g (gravedad) no-
radiales. Estas oscilaciones se traducen en variaciones fotométricas multiperiodicas
observables con amplitudes de hasta 0.30 magnitudes en las curvas de luz, y periodos
entre 100 y 1200 segundos.

Una de las motivaciones mas importantes para estudiar estrellas pulsantes en
general radica en la posibilidad de extraer informacién de su estructura interna y
estado evolutivo a través del andlisis de su espectro pulsacional. Esta técnica es
analoga en su escencia a la tan conocida sismologia en geofisica. El principio basico
(muy antiguo en la historia de la fisica) es estudiar cémo un sistema vibra para luego
inferir sus propiedades estructurales. En el caso de las estrellas, esta metodologia se
enmarca en la disciplina denominada astrosismolgia. Cabe destacar que a través de
técnicas astrosismolégicas aplicadas al Sol (heliosismologia) se ha podido obtener en
recientes anos informacién extremadamente valiosa acerca de su interior, tal como
el perfil interno de rotacién, la marcha de la velocidad del sonido y la extensién de
la zona convectiva superficial, entre otros importantes resultados.

La clase mas fructifera de estrellas variables en lo que respecta a estudios as-
trosismolGgicos (a excepcién del caso tnico del Sol), es la de las ZZ Ceti, también
denominadas frecuentemente como DAVs. Esto se debe en parte a que tales estrellas
son pulsadores de baja amplitud, un hecho que, a diferencia de las variables clasicas
como las Cefeidas, RR Lira y Mira, permite estudiarlas en el marco de la teoria lin-
eal de oscilaciones estelares. La primer estrella ZZ Ceti (HL Tau 76) fue descubierta
por A. Landolt en el ano 1968, y desde entonces este tipo de variables a sido objeto
de intensos estudios tanto desde el punto de vista observacional como desde el lado
tedrico. En la actualidad se conocen més de 30 miembros de esta clase bien estable-
cida de estrellas variables. Las variables ZZ Ceti presentan una gran atractivo para
los astréonomos: son pulsantes multiperiédicas, lo cual implica que una gran riqueza
de informacién estd presente en sus curvas de luz. En efecto, los distintos modos de
pulsacién son sensibles a distintas regiones del interior de la estrella. Esto equivale
a decir que diferentes periodos de pulsacién (la principal cantidad observable de las
estrellas pulsantes) contienen informacién implicita acerca de diferentes regiones de
la estructura estelar. Es importante mencionar, sin embargo, que este caracter mul-
tiperiédico torna muy compleja la tarea de interpretar las curvas de luz, y grandes
esfuerzos en este sentido han sido realizados en la ultima década por parte de los
astronomos.

Otro punto a destacar en favor de las variables ZZ Ceti es que, excepto por su
variabilidad, son enanas blancas DA completamente normales. Esto tiene la impor-
tante consecuencia de que cualquier informacién que uno pueda inferir acerca de la
estructura de las ZZ Ceti debe tener validez también para el resto de la poblacién
de enanas blancas DA, no-variables.
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Es importante destacar aqui la gran importancia de estudiar la estructura y
evolucion de estrellas enanas blancas. En primer lugar, estas estrellas constituyen
la etapa final mds comun en la evolucién estelar, y esto las provee de un atractivo
intrinseco a los ojos de los investigadores. En segundo lugar, un conocimiento mas
profundo de las propiedades de estas estrellas es deseable para explorar el compor-
tamiento de la materia en condiciones extremas de densidad y temperatura (inac-
cesibles actualmente en laboratorios terrestres). Pero existen atractivos adicionales,
en un contexto astrofisico més general. De acuerdo a la teoria de evolucién estelar,
las enanas blancas son el producto final de procesos que provocan que estrellas de
la secuencia principal (con masas menores a ocho veces la masa del Sol) evolucionen
a través de la Rama de las Gigantes (GB) y la Rama Asintética de las Gigantes
(AGB), quedando finalmente un remanente que identificamos como enanas blancas.
Las fases de evolucién sobre la GB y la AGB no son bien entendidas hasta el pre-
sente, con lo cual el estudio de las enanas blancas permite, en principio, obtener
informacién acerca de los procesos que experimentan los progenitores de dichas es-
trellas durante tales etapas evolutivas. Otra importante motivaciéon para estudiar
estos objetos compactos reside en la posibilidad de estimar la edad del disco galéctico
local. En efecto, la velocidad de enfriamiento de una enana blanca depende de la
composiciéon quimica de su nucleo. Conocer esta tasa de enfriamiento implica, en
principio, conocer sus edades. Si tenemos en cuenta que las enanas blancas mas
frias son los objetos mas antiguos de la galaxia, entonces sus edades nos informan,
en principio, acerca del instante de formacién de la primer generacién de estrellas
en Via Léictea. Asi, el estudio de las enanas blancas nos permite estimar (en forma
indirecta) la edad del disco galdctico local.

Un aspecto de crucial importancia en astrosismologia es el modelado de las con-
figuraciones en equilibrio. Para poder extraer informacion de las propiedades pul-
sacionales observadas es necesario un modelado muy detallado de las estrellas. En
este sentido, en nuestro Observatorio existe un grupo de investigacion que desde
hace largo tiempo esta abocado al estudio de la evolucion estelar, y en particular,
a la evolucion de estrellas enanas blancas. Dada la amplia experiencia acumulada
por dicho grupo en este sentido, hemos decidido comenzar en nuestra Instituciéon el
estudio de pulsaciones en estrellas enanas blancas desde un punto de vista numérico.

El comienzo de esta Tesis provee al lector de un Capitulo introductorio conte-
niendo una resena histérica acerca del desarrollo de la teoria de pulsaciones este-
lares, junto con definiciones béasicas inherentes a las pulsaciones no-radiales. Una
derivacion detallada de las ecuaciones que gobiernan el problema en la aproximacién
adiabatica-lineal es provista en el Apéndice A. En el Capitulo 2 describimos los
modelos evolutivos de enanas blancas que empleamos en nuestros calculos pulsa-
cionales. Los modelos estelares empleados en esta Tesis corresponden a dos grupos:
en el primero, las estructuras son calculadas teniendo en cuenta los efectos de la
difusion dependiente del tiempo y la accién de reacciones termonucleares, partiendo
de modelos iniciales en alguna medida artificiales a muy altas temperaturas, pero
que posteriormente convergen a la estructura térmica y mecdnica correspondiente
a estrellas enanas blancas. Estos modelos son empleados en los Capitulos 4, 5 y
6. El segundo conjunto corresponde a una nueva generacién de modelos los cuales
tienen en cuenta también la historia evolutiva previa completa de las enanas blan-
cas, partiendo desde la secuencia principal de edad cero (ZAMS) hasta llegar al
régimen de las ZZ Ceti. Estos nuevos modelos son analizados pulsacionalmente
en el Capitulo 6. En el Capitulo 3 de la Tesis una descripcién detallada del es-



quema numérico empleado para resolver las ecuaciones diferenciales que gobiernan
el problema adiabatico es dada. En este mismo Capitulo se incluye un estudio del
comportamiento de nuestro cédigo aplicindolo a modelos estelares sencillos (esferas
politrépicas), y una comparacién de nuestros resultados con aquellos publicados en
la literatura. También se incluye en este Capitulo un estudio pulsacional de estrellas
enanas blancas de helio de baja masa, con el objeto de explorar el comportamiento
de los modos propios de alto orden en objetos estelares quimicamente homogéneos.
Para esto hemos acoplado el cédigo de pulsaciones al cédigo de evolucién de enanas
blancas. Nuestros resultados estan en muy buen acuerdo con lo que predice la
teoria asintotica de pulsaciones no-radiales. El Capitulo culmina con el estudio de
un problema puntual relacionado con la fisica de particulas fundamentales. FEs-
pecificamente hemos empleado nuestro codigo de evolucién-pulsacién para obtener
la evolucién de modelos de enfriamiento de enanas blancas en el caso en que éstas
poseen una fuente adicional de liberacién de energia: emision de ariones. Dichas
particulas, cuya existencia fue predicha teéricamente hace varias décadas, son ac-
tualmente consideradas como serias candidatas a conformar parte de la materia
oscura del Universo. En nuestro estudio obtenemos una cota inferior para la masa
de los axiones. El Capitulo 4 contiene un estudio astrosismolégico detallado de la
estrella ZZ Ceti G117-B15A en el marco de nuestro nuevo tratamiento de las abun-
dancias quimicas (considerando difusién dependiente del tiempo), y proporciona una
comparacion de nuestras predicciones con los resultados independientes obtenidos
por otros autores. En el Capitulo 5 exploramos el efecto de la difusién dependiente
del tiempo sobre las variaciones seculares de los periodos de oscilacién, una impor-
tante cantidad (actualmente medible en algunas estrellas ZZ Ceti) relacionada con
la escala de tiempo evolutiva de las enanas blancas DA. En el Capitulo 6 estudiamos
exhaustivamente el fenémeno de “atrapamiento de modos” (mode trapping) en esta
clase de estrellas. Dicho fenémeno implica que algunos modos propios de oscilacién
estan confinados en la envoltura de hidrogeno, mostrando muy baja amplitud de
oscilacion en las regiones mas internas de los objetos. En este contexto, es aceptado
corrientemente el argumento de que los modos atrapados en la envoltura son los
unicos capaces de, una vez excitados, alcanzar amplitudes observables. Dado que
este fenomeno de resonancia de los modos esta intimamente ligado a la forma pre-
cisa de las interfases de composicién quimica, es nuestro interés evaluar cémo se vé
afectada la efectividad de seleccién de modos cuando tales interfases quimicas son
el resultado de calculos que contemplan la difusién quimica dependiente del tiempo.
Nuestros resultados indican que el fenémeno de mode trapping resulta fuertemente
debilitado debido a la forma muy suave de las interfases de composicién quimica,
una consecuencia directa de nuestro tratamiento de la difusion de elementos. El
Capitulo final sintetiza los principales resultados de nuestro trabajo y los proyectos
futuros.
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Capitulo 1

Introduccion

Para un observador casual, las estrellas aparentan ser objetos brillantes fijos e inac-
tivos. Sin embargo, los astrénomos saben desde hace mucho tiempo que numerosas
estrellas experimentan una variedad de actividades que involucran, entre otros pro-
cesos, cambios en sus brillos que ocurren en escalas de tiempo cortas, medibles a lo
largo de la duracion de la vida humana. Un ejemplo lo constituyen las variables ca-
taclismicas o eruptivas, tales como las Novas y Supernovas, estrellas explosivas cuyo
brillo aumenta repentina e intensamente, y luego disminuye lentamente al cabo de
algunas semanas o meses. Otro ejemplo son las denominadas estrellas variables
periodicas, que cambian su brillo aparente en forma ciclica con periodos que van
desde unos pocos segundos hasta algunos anos. La clasificacién de estrellas va-
riables periddicas es, sin embargo, muy amplia, y abarca fenémenos muy diferentes
desde el punto de vista de su origen fisico. Algunas variables periddicas deben sus
cambios de brillo a efectos puramente geométricos: se trata de sistemas binarios,
cuyas dos componentes tienen en general diferentes brillos intrinsecos. En este caso,
una de las estrellas es periédicamente eclipsada por la otra componente del sistema,
siendo entonces el periodo de las variaciones de brillo igual al periodo orbital. Son
las llamadas variables eclipsantes. Otra importante clase de variables periddicas esta
conformada por estrellas aisladas, las cuales exhiben variaciones en su brillo debido
a cambios periédicos de su volumen. Se dice que tales estrellas pulsan u oscilan, y
son conocidas en la literatura como wvariables pulsantes. Se cree que las variables
pulsantes son estrellas ordinarias que durante alguna etapa de su evolucién alcanzan
condiciones fisicas adecuadas como para experimentar inestabilidades dindmicas, las
cuales se traducen luego en pulsaciones regulares, dando lugar a las variaciones de
brillo observadas. Debido a subsecuentes cambios evolutivos, tales estrellas aban-
donan mas tarde su etapa de inestabilidad y retornan a su condicién de estrellas
ordinarias (no-variables).

El tipo de pulsaciones mas general que una estrella puede experimentar es el de
las llamadas pulsaciones (oscilaciones') no-radiales, en las cuales la estrella se aparta
periédicamente de su forma en equilibrio y tales movimientos macroscépicos no
mantienen la simetria esférica. En el otro extremo, el tipo mas simple de pulsaciones
estelares es el de las pulsaciones radiales, en las cuales la estrella se expande y contrae
periédicamente conservando en todo instante su forma esférica.

'Los términos pulsaciones y oscilaciones seran usados alternativamente a lo largo de esta Tesis
con el mismo significado.



1.1 Breve resena historica

1.1.1 Los primeros descubrimientos de estrellas variables

Las distinciones mencionadas entre las distintas clases de estrellas variables y las
causas que provocan las variaciones de brillo eran completamente desconocidas por
los astronomos en la época de los primeros decubrimientos de estrellas variables.
Dejando de lado algunos registros de supernovas (la del afio 1006, por parte de
los Arabes, la de 1054, observada por Chinos y Japoneses, la supernova de 1572
observada por Tycho Brahe, y la de 1604 estudiada por Kepler), el registro concreto
mas antiguo de un objeto celeste mostrando una variaciéon periddica de su brillo se
remonta al ano 1596. En agosto de aquel afio un astrénomo llamado Fabricius noté
en la constelacién de Cetus (Ballena) una estrella no reconocible en ningin catalogo,
y que meses mas tarde dejé de verse. Recién en 1638 Holwarda reconocié que esta
estrella, hoy conocida como o Ceti (Mira, el prototipo de variables pulsantes de
gran amplitud), se hacia visible e invisible alternadamente?. No fue hasta 1660 que
se concluyé que el periodo con que esta estrella cambiaba su brillo era de unos 11
meses.

Cronolégicamente, la siguiente variable detectada fue 5 Persei en 1667, con un
periodo de &~ 3 dias, la cual es el prototipo de las variables eclipsantes Algol. En los
100 afios siguientes s6lo otras dos estrellas variables (tipo Mira) fueron descubiertas:
X Cygni en 1686 y R Hydrae en 1704. La siguiente variable descubierta fue otra
Mira, R Leonis en 1782. En 1784 Goodricke descubrié tres variables mas, una de las
cuales era 3 Lyrae (eclipsante). Las dos restantes, § Cephei y n Aquilae, eran de una
clase nueva: las pulsantes Cefeidas, las cuales tienen periodos mas cortos y menores
amplitudes que las variables Mira. En 1795 Herschel descubrié la variabilidad de «
Herculis, una estrella rojiza con cambios irregulares de brillo de pequena amplitud,
el prototipo de la clase de variables irrequlares, y en ese mismo ano, Pigott descubrié
la estrella R Scuti, con periodicidad semiregular. Asi, antes de fines del siglo XVIII
solo un nimero muy reducido de estrellas variables habia sido descubierto®. Esta
situacion cambi6 luego de la aparicion del catdlogo de Argelander en 1844, que
contenia unas 18 estrellas variables, y la velocidad de descubrimientos a partir de
ahi experiment6 un marcado crecimiento. De hecho, en 1912 ya se habian detectado
unas 4000 estrellas variables. Gran parte de esta revolucion se debié a la apariciéon
de la fotografia estelar, que permitia bisquedas sistematicas de estrellas variables.

Mientras los descubrimientos de estrellas variables se sucedian, algunos intentos
tedricos comenzaron a aparecer tratando de explicar el origen de sus comportamien-
tos. Una extensa lista de las diversas teorias propuestas puede encontrarse en Ledoux
& Walraven (1959). En particular, las teorias preponderantes para explicar el com-
portamiento de las Cefeidas eran aquellas que involucraban estrellas dobles. Sin
embargo, era necesario descartar a los eclipses como una explicacién a la forma de
las curvas de luz (el brillo aparente en funcién del tiempo). La explicacién frecuente-
mente dada para la variacion de la luz era que debia existir alguna clase de medio
resistente rodeando el sistema, y a medida que la componente principal se moviera

2Resulta curioso que los antiguos Griegos no hayan detectado ninguna estrella variable mucho
antes, teniendo en cuenta que Hiparco y Tolomeo ya habian comenzado la clasificacién de cientos
de objetos estelares con el fin de detectar nuevas estrellas.

3Sin embargo, la gran mayoria de las variables periédicas conocidas actualmente entran en
alguna de las categorias definidas por estas pocas estrellas conocidas en aquella época.



a través de ese medio, su superficie frontal seria calentada por rozamiento. En con-
secuencia la estrella deberia mostrar fases como las de la Luna segin el hemisferio
mas frio o mas caliente se enfrentara al observador; en particular la fase brillante se
presentaria cuando la estrella tuviera su maxima velocidad hacia el observador, en
buen acuerdo, por otra parte, con la relacién observada entre brillo y velocidad ra-
dial. Estas ideas fueron perdiendo vigencia paulatinamente debido a un niimero de
incongruencias fisicas, y més tarde fueron descartadas, aunque algunos importantes
astrénomos defenderian la hipétesis binaria hasta casi mediados del siglo XX.

1.1.2 El desarrollo de la teoria de pulsaciones radiales

Quizé el primer intento de explicar las estrellas variables como estrellas aisladas
experimentando algin tipo de oscilaciones fue formulado por el fisico alemédn Au-
gust Ritter. En el sexto de una larga serie de articulos publicados entre 1878 y
1889, Ritter (1879) considerd por primera vez las pulsaciones radiales adiabaticas
de esferas de densidad constante. El encontré la hoy conocida relacién periodo-
densidad: P o p~ /2. Ritter concluyé que el origen fisico de las estrellas variables
podia atribuirse a pulsaciones radiales de esferas de gas. En este contexto, el cam-
bio de temperatura superficial durante un ciclo de pulsacién provocaria el cambio
en luminosidad. Inexplicablemente estas ideas fueron ignoradas por la comunidad
astronémica de la época. Aparentemente sélo fueron citadas y revalorizadas por
Emden recién en 1907, en su famosa obra “Esferas de gas” (Gaskugeln). En 1909
Moulton abordé el tema de los posibles cambios en la forma y dimensiones del Sol,
proponiendo la idea de que ciertas clases de estrellas variables peridédicas podian
deber su variabilidad, al menos en parte, a oscilaciones no-radiales*. La hipétesis
binaria se debilité fuertemente en 1914, cuando Shapley publicé un importantisimo
articulo en el cual analizaba detallada y sistematicamente la situacién observacional
de las variables Cefeidas. Ya en aquel entonces los astrénomos comenzaban a acep-
tar la distincién entre estrellas gigantes y enanas, y Shapley sabia a ciencia cierta
que las Cefeidas eran estrellas gigantes. Su objeciéon mds importante a la teoria
binaria era que las complicadas érbitas elipticas necesarias para reproducir las ob-
servaciones deberian ser por demas pequenas, mas pequenas atin que el radio de las
componentes mismas. Shapley apoyaba las idea de las pulsaciones, en acuerdo con
Moulton (1909) y Emden (1907). Su creencia era que las Cefeidas experimentaban
algin tipo de oscilaciones no-radiales provocadas por (en las propias palabras de
Shapley) “... la colisién con masas de dimensiones planetarias o la aproximacién de
dos estrellas ...” (Shapley 1914).

Como apuntado por Ledoux & Walraven (1959), es dificil explicar por qué unos
pocos afios més tarde el énfasis recayé sobre las oscilaciones radiales. Eddington
apareci6 en la escena del problema, y méas tarde establecié los cimientos de la teoria
radial de pulsaciones estelares. Una detallada descripcién cronolégica de los trabajos
tedricos de Eddington (1917, 1918ab, 1926) en su esfuerzo por darle una base formal
a la teoria de pulsaciones puede ser encontrada en el articulo de A. Gautschy (1997).

El desarrollo de la teoria de pulsaciones con simetria radial, luego del trabajo
pionero de Eddington, se vié impulsado por el advenimiento de las nuevas capaci-

4Los primeros desarrollos de la teoria de oscilaciones no-radiales aparecieron antes que la teoria
de Ritter sobre pulsaciones puramente radiales, por obra de Lord Kelvin (Thompson 1863). Los
primeros intentos de aplicar los conceptos de deformaciones no-radiales a estrellas variables fueron
realizados por Emden (1907), Moulton (1909) y Shapley (1914).



dades de céalculo que ofrecian las computadoras electréonicas. Esto condujo a varios
investigadores a llevar a cabo experimentos numéricos en los cuales las ecuaciones
no-lineales de pulsacién eran resueltas, y los resultados confirmaban escencialmente
las predicciones hechas a través de cdlculos lineales. A mediados de la década de
1960 el problema de la excitacion de las oscilaciones en las variables Cefeidas y
RR Lira estaba aparentemente resuelto, y los astronomos podian predecir medi-
ante calculos tedricos la localizacién observada de la zonas de inestabilidad en el
diagrama Hertzprung-Russell (HR) (“bandas de inestabilidad”). Algunos de los in-
vestigadores responsables de este éxito de la astrofisica moderna fueron Aleshin,
Baker, Kippenhann, Christy, Cox, Eilers, King, Olsen y Zhevakin, entre otros. Una
extensa descipcion de este topico puede encontarse en Cox (1974, 1980) y Gautschy
(1997).

1.1.3 El desarrollo de la teoria de pulsaciones no-radiales

En contraste con el éxito alcanzado por la teoria radial, la teoria de oscilaciones
no-radiales permanecié durante largo tiempo lejos del alcance de las aplicaciones
astronémicas. Por largo tiempo se consideré que la tunica posibilidad para que
una estrella experimentase oscilaciones no-radiales era la accion de fuerzas externas,
siendo el escenario imaginado por los astréonomos el de un sistema binario en el cual
las interacciones gravitatorias entre sus componentes directamente introducirian una
perturbacion no-radial, la cual, en el caso de resonancia, conduciria a oscilaciones no-
radiales de una de las componentes. Otro escenario plausible era el de encuentros
ocasionales entre estrellas aisladas. Sin embargo, era una creencia corriente que
una vez establecidas, las pulsaciones no-radiales se amortiguarian rapidamente por
efectos de disipacion, debido a los complejos movimientos horizontales involucrados
(Gautschy 1997).

La teoria de pulsaciones no-radiales habia comenzado a ser desarrollada tem-
pranamente por Lord Kelvin en 1863, estudiando las oscilaciones de una esfera de
fluido incompresible con densidad constante. Desarrollando una pequena pertur-
bacién en términos de arménicos esféricos, Kelvin (Thompson 1863) derivé una
expresién para las autofrecuencias de oscilaciones no-radiales, las tnicas posibles
para esta clase de estructuras.

Oscilaciones no-radiales en esferas politropicas fueron estudiadas por Emden
(1907). Con el objeto de simplificar el problema, Emden desprecié la perturbacién
del potencial gravitacional en las ecuaciones, pero erréneamente redujo la ecuacion
de continuidad a una forma apropiada para un fluido homogéneo incompresible. De
esta manera fue incapaz de obtener un espectro de modos de oscilacién, y en cambio
s6lo obtuvo un unico periodo, el cual era funcién de la densidad media de la estrella
y del valor de ¢, el grado arménico esférico de la oscilacién.

El caso de una esfera homogénea compresible fue estudiado en detalle por Pekeris
(1938). Como modelo estelar, la esfera homogénea compresible resulta poco realista,
aunque mas apropiada que una esfera de fluido incompresible. Este modelo tiene,
por otra parte, la particularidad dinica de admitir soluciones analiticas para el prob-
lema adiabatico de oscilaciones no-radiales. En efecto, como fué demostrado por
Pekeris, las ecuaciones diferenciales que describen oscilaciones lineales adiabaticas
(un sistema diferencial de cuarto orden) pueden reducirse a un problema de segundo
orden. Una solucion en serie de potencias puede ser obtenida para estas ecuaciones.
Por imposicion de condiciones de borde, Pekeris obtuvo férmulas analiticas sencillas



para los autovalores (02, siendo o la autofrecuencia de oscilacién) para este modelo.
Este estudio revelo la existencia de dos espectros de oscilacién, uno con autovalores
positivos y el otro con autovalores negativos (Ledoux & Walraven 1958).

Un gran progreso en el desarrollo de la teoria de oscilaciones no-radiales tuvo lu-
gar con la aparicién del articulo titulado “The Non-Radial Oscillations of Polytropic
Stars” por Cowling en 1941. En su articulo, Cowling® consideré como buena aproxi-
macién despreciar la variacién del potencial gravitatorio®, y resolvié numéricamente
las ecuaciones de pulsacién para modelos de politropas de baja densidad central.
Cowling noté, por medio de consideraciones asintoticas, la presencia de dos espec-
tros de modos de diferentes caracteristicas fisicas. Cuando el autovalor es muy
grande, existe un espectro de modos propios caracterizados por movimientos may-
ormente radiales, a los que Cowling denominé modos p. En el otro limite, cuando
0% — 0, Cowling obtuvo un espectro de modos cuyos desplazamientos son principal-
mente horizontales, a los que denominé modos g. El también obtuvo una soluciéon
sin nodos en la direccién radial, con caracteristicas intermedias entre las otras dos
clases, a la que denomin6 modo f.

El desarrollo de la teoria no-radial adiabéatica continué lentamente, impulsado
por aislados esfuerzos de algunos investigadores. Importantes trabajos publicados
en la literatura posteriormente a los mencionados son aquellos de Pekeris & Ledoux
(1941) y Cowling & Newing (1949). Sobre oscilaciones no-radiales en politropas,
los trabajos pioneros de Kopal (1949), Owen (1957), Hurley, Roberts & Wright
(1966), Robe (1968), Scuflaire (1974), entre otros, sirvieron para conocer m&s en
profundidad la naturaleza intrincada de esta clase de oscilaciones. Las primeras
aplicaciones de esta teoria a estrellas variables se produjeron recién con los trabajos
de Schwarzchild & Savedoff (1949) y Ledoux (1951). El primero intentaba explicar
las variabilidades magnéticas observadas en ciertas estrellas. El segundo estudio
tenia la finalidad de explicar la doble periodicidad y las grandes variaciones tempo-
rales en el ensanchamiento de las lineas espectrales observadas en la estrella 8 Canis
Majoris (una pulsante no-radial multiperiédica, prototipo de las § Cephei).

La teoria no-radial no-adiabatica comenz6 a desarrollarse a fines de la década
de 1960 y comienzos de la década de 1970. Los conceptos no-adiabaticos fueron im-
portados desde la teoria radial. El problema matematico de oscilaciones no-radiales
no-adiabaticas en la teoria lineal fue resuelto numéricamente y en forma indepen-
diente por primera vez por Christensen-Dalsgaard & Gough (1975), Dziembowski
(1975) y Ando & Osaki (1975). Pronto los astrénomos llegaron a la conclusién de
que el comportamiento exhibido por un gran ntimero de estrellas variables podia
explicarse en términos de pulsaciones no-radiales.

En la actualidad es un hecho bien establecido que diferentes tipos de estrellas lo-
calizadas en una variedad de lugares del diagrama HR, cubriendo varios estados evo-
lutivos, experimentan oscilaciones no-radiales. Ejemplos de pulsadores no-radiales
seran dados mas adelante en este Capitulo (Seccién 1.3).

5 Aparentemente la motivacién de su estudio era la exploracién del efecto de marea sobre una
de las componentes en un sistema binario, mas que el estudio de oscilaciones no-radiales en una
estrella aislada.

6No obstante haber sido empleada por primera vez por Emden en 1907, esta aproximacién se
conoce actualmente en la literatura como aproximacion de Cowling.



1.2 Pulsaciones no-radiales

Como mencionamos antes, el tipo méas general de oscilaciones estelares son las pul-
saciones no-radiales. En esta clase de oscilaciones, el desplazamiento de un elemento
de masa de la estrella a partir de su posicién de equilibrio puede estar en cualquier
direccién, no necesariamente paralela a la direccién radial’. Por lo tanto, tales
desplazamientos deben ser descriptos por vectores en tres dimensiones. Como re-
sultado, la teoria de oscilaciones no-radiales es marcadamente mas intrincada que
la correspondiente a oscilaciones puramente radiales. En el Apéndice A propor-
cionamos una derivacion de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema
de oscilaciones no-radiales en la aproximacién adiabatica, siguiendo el tratamiento
de Unno et al. (1989). A continuacién describiremos brevemente las propiedades
bésicas de las pulsaciones no-radiales. Remitimos al lector a las monografias de
Cox (1980) y Unno et al. (1989) para un tratamiento detallado de la teoria de
oscilaciones estelares no-radiales.

Consideremos un estrella esféricamente simétrica como un estado no-perturbado
(o estado en equilibrio) sobre el cual son impuestas pequenas perturbaciones, sin
importar el origen de tales perturbaciones. No consideraremos efectos como rotacion
o campos magnéticos. Si las perturbaciones sobre las variables fisicas son muy
pequenas en relacién a sus valores en equilibrio, es posible adoptar un tratamiento
lineal (ver Apéndice A). En general, cada variable fisica f serd considerada como
la suma de su valor en equilibrio fo (sélo dependiente de la coordenada radial,
dada la simetria esférica), més una perturbacién Euleriana o Lagrangiana (f’ o df,
respectivamente), la cual dependerd no sélo de la coordenada radial r sind también
del angulo polar @, el angulo acimutal ¢, y del tiempo ¢:

f(r,@, qba t) = fO(T) + fl(ra 0’ ¢a t),

o bién,

f(ra 0) (ba t) = f()(?") + 5_](.(7', 07 ¢a t):

con la condicién f', § f < fy. La relacion entre los diferentes tipos de perturbaciones
es 0f(7t) =~ f'(7,t) + & Vfo(F) (ver Lynden-Bell & Ostriker 1967). Una pertur-
bacién Euleriana f’ es la variacién de f medida por un observador ubicado en un
punto fijo del espacio, mientras que una perturbacién Lagrangiana ¢ f es la variacion
de f medida por un observador fijo a un dado elemento de fluido en movimiento. La
forma que adquieren las ecuaciones diferenciales luego de la linealizacién permiten
describir la dependencia angular de las perturbaciones en términos de los arménicos
esféricos Y;"(0, ), con m = —¢,---,—1,0,1,---,£. Finalmente, considerando una
dependencia temporal sinusoidal del tipo € (con o la frecuencia de oscilacién),
podemos realizar la siguiente separacion de variables:

F1(r,0,0,t) = f'(r)Y(0, d)e™,

3f(r,0,0,t) =0 f(r)Y;" (0, ¢)e'",

"De hecho, las oscilaciones radiales pueden considerarse como un caso de especial de las no-
radiales, cuando £ = 0.




donde la partes dependientes solamente del radio son funciones (denominadas aut-
ofunciones del problema) que proporcionan la amplitud relativa de las pulsaciones
dentro de la estrella, y son obtenidas junto con ¢ (el autovalor) como solucién de
las ecuaciones de pulsacién (ver Apéndice A). Aqui la letra f ha sido empleada para
describir indistintamente variables fisicas tales como la presion, densidad, temper-
atura, potencial gravitatorio, etc. El desplazamiento (Lagrangiano) del fluido estd
especificado por:

0 1 0

§(r,0,6,1) = 67(r,0,6,1) = |&(r)ér + &(r) 5560 + &(r) =

—&| Y{"(0, 6",

donde &,(r) y &(r) son las componentes radial y tangencial respectivamente (depen-
dientes sélo de r) asociadas con un modo de oscilacién de frecuencia o.

Para una dada estructura estelar existen infinitos modos propios posibles en los
cuales la estrella puede oscilar®. Cada modo tiene asociado un conjunto de valores
del grado arménico ¢, el orden acimutal m y el orden radial, al que llamaremos
k. Veamos el significado de cada uno de estos nimeros cudnticos. El valor de ¢
corresponde al nimero de lineas nodales (sobre las cuales el movimiento es nulo)
sobre la superficie estelar; si m = 0 todas las lineas nodales constituyen paralelos
sobre la superficie estelar. Estos son modos zonales. El caso |m| = ¢ corresponde
a lineas nodales meridianas sobre la superficie estelar; son los modos sectoriales.
En casos intermedios la superficie estelar estd dividida por ¢ — |m| paralelos y m
meridianos, y los modos se denominan teserales. La superficie estelar queda dividida
por estas lineas nodales en zonas que estén en fase opuesta en brillo (temperatura)
y velocidad del material estelar. Esto puede apreciarse en la Figura 1.1, adaptada
de Christensen-Dalsgaard (1998a). La alternancia en brillo en las diferentes zonas
del disco estelar es lo que provoca las variaciones en la curva de luz de una estrella
que experimenta pulsaciones no-radiales. Como puede verse, cuanto mas grande es
el valor de ¢ mayor es el nimero de zonas alternadas en que la superficie estelar
queda dividida, y menores son los cambios de brillo aparente sobre su curva de luz.
Como consecuencia, los modos con bajo grado armoénico ¢ son preferencialmente
observados®. El indice k, por otra parte es (para modelos estelares sencillos) el
nimero de nodos radiales, ubicados en posiciones internas r; de la estrella tales que
&(r;) =0 (: = 1,2,---,k). Los nodos radiales son superficies esféricas donde el
movimiento radial del fluido es nulo. La correspondencia uno a uno entre el orden
radial k£ y el nimero de nodos radiales desaparece en algunos modelos estelares en
los que la condensacion central de masa es alta, como en el caso de politropas de
alto indice politrépico (n > 3.25), o estrellas en etapas avanzadas de evolucién.

Es importante notar que el orden acimutal m no aparece en las ecuaciones de
pulsacién (ver Apéndice A). Esto implica que las frecuencias (autovalores) de oscila-
ciones no-radiales de estrellas esféricas son degeneradas con respecto a m: por cada

8Aqu1 solo nos limitaremos a describir modos no-radiales esferoidales, para los cuales se cumple
que (V X 5 )» = 0. Existe otro conjunto de modos no-radiales, llamados toroidales para los cuales
V- § =& =9p =p = & = 0. Estos modos poseen 0 = 0 en ausencia de rotacién, campos
magnéticos o fases sélidas. Cuando la rotacién estd presente, los modos toroidales adquieren
cardcter oscilatorio y se denominan modos r (Rossby). En presencia de regiones sélidas los modos
toroidales también tienen frecuencias no nulas, y se denominan modos torsionales o0 modos ¢.

9Por su proximidad, una excepcién a la anterior aseveracién es el caso del Sol, para el cual es
posible distinguir modos con altos valores de £.



Figura 1.1: Esquema de contornos de la parte real de los arménicos esféricos Y;" (6, ¢) sobre
la superficie de una estrella que pulsa en modos no-radiales. Los contornos positivos son
indicados por lineas continuas, y los negativos por lineas punteadas. El eje # = 0 ha sido
inclinado un 4dngulo de 45° hacia el observador; el ecuador es mostrado con simbolos “+". Los
casos ilustrados son: a) £ =1,m=0;b)L=1,m=1;¢c) £L=2,m =0;d) £ =2,m = 1;
e)l=2m=2f)L=3m=0,g)l=3,m=1,h)£=3m=2;,i)f=3m=3;]))
£=5m =25 k) £L=10,m = 5; 1) £ = 10,m = 10. Adaptado de Christensen-Dalsgaard
(1998a).



valor de £ existen 2/ + 1 valores de m, y los modos correspondientes oscilan todos
con la misma frecuencia o. Esta degeneracién es destruida en presencia de cualquier
agente que implique apartamientos de la simetria esférica del modelo en equilibrio,
tales como rotacién o campos magnéticos.

1.2.1 Caracteristicas generales de los modos no-radiales

Podemos examinar las caracteristicas cualitativas de los modos no-radiales estu-
diando el caso adiabatico, el cual constituye un problema de autovalores de cuarto
orden (ver Apéndice A). En la aproximacién adiabética se considera que las difer-
entes regiones de la estrella no intercambian calor durante el curso de las pulsaciones.
La solucién de este problema (en el cual las autofunciones y autovalores son reales)
debe obtenerse en general numéricamente. Para un dado valor de £ > 0 (ver nota al
pié de pdgina'®), el espectro de modos no-radiales se divide en las clases de modos
p y los modos ¢g. Una tercer clase de modos, los modos f, existe sélo para £ > 1.

Los modos p (o modos de presién) se caracterizan por variaciones Eulerianas
de presién relativamente grandes y movimientos principalmente en direccién radial
(& > &), en especial cerca de la superficie estelar. La principal fuerza de restitucién
actuante sobre los movimientos oscilatorios proviene de los gradientes de presién
mismos (en forma similar a las ondas del sonido). Estos modos corresponden a la
region de alta frecuencia de oscilacion, y tales frecuencias se incrementan con k£ y /¢
crecientes. La naturaleza de los modos p es la misma que la de los modos radiales.

Los modos ¢ (o modos de gravedad) se distinguen por pequenas variaciones Eu-
lerianas de la presién y desplazamientos mayormente tangenciales (&, < &). Aqui
la principal fuerza de restitucion es la flotacién (buoyancy). Los modos g correspon-
den al dominio de baja frecuencia de oscilacion, y tales frecuencias decrecen con
k y £ crecientes. Por su naturaleza, los modos ¢ resultan similares a las ondas de
gravedad, y no tienen contrapartida en las oscilaciones radiales.

El modo f es tnico para un dado valor de ¢ (> 1). Este modo en general no
posee (para modelos estelares sencillos) ningiin nodo en la direccién radial, y posee
caracteristicas intermedias entre las familias de modos p y ¢g. Su autofrecuencia, de
hecho, tiene un valor intermedio entre los modos g y p de orden radial mas bajo
(k=1), y en general se incrementa lentamente para valores crecientes de £.

Cuando existe una zona convectiva dentro de la estrella aparece un espectro adi-
cional de modos con 0% < 0 (frecuencias imaginarias). Estos modos son usualmente
denominados modos ¢~ para distinguirlos de los modos g (a veces designados mo-
dos g*). Los modos g~ crecen o decrecen exponencialmente con el tiempo y poseen
carcter espacial oscilatorio sélo en regiones convectivas!!. Como contrapartida, los
modos ¢g* son oscilatorios sélo en regiones radiativas, y se tornan evanescentes en
zonas convectivas.

10Por largo tiempo los célculos de oscilaciones no-radiales se limitaron a valores £ > 1. Entre
los investigadores predominaba la creencia errénea de que los modos dipolares (¢ = 1) no tenian
significado fisico ya que corresponderian a un desplazamiento del centro de masa de la estrella en
ausencia de fuerzas externas. Smeyers (1966) demostrd, en el contexto de pulsaciones adiabdticas,
que tratdndose de modelos compresibles lo que se desplaza con £ = 1 es el centro geométrico de la
estrella, en tanto que el centro de masa permanece fijo. mas tarde, la validez fisica del caso £ =1
fue extendida al caso no-adiabatico por Christensen-Dalsgaard (1976).

1 Estos son los tinicos modos de gravedad posibles para la esfera homogénea compresible, desde
que este es un modelo completamente convectivo.
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1.2.2 Anadlisis local

Consideremos la aproximacién de Cowling (Cowling 1941). Bajo esta aproximacion,
en el Apéndice B obtenemos las ecuaciones diferenciales (B.5) y (B.6) para las aut-
ofunciones € y 7. Desde un punto de vista local, los coeficientes de tales ecua-
ciones pueden considerarse como lentamente variables cuando son comparadas con
la variacién espacial de las perturbaciones £ y 77 en el caso en que £ > 1. Bajo
esta suposicién podemos ensayar soluciones del tipo 5 , 7 o< exp(ik,t), donde k, es el
nimero de ondas local en direccion radial. Aqui, k£, > 1, ya que las autofunciones
en modos de alto orden son rapidamente oscilantes espacialmente. La sustitucién de
f ,7 en las Ecuaciones (B.5) y (B.6) proporciona la siguiente relacién de dispersion
local:

B = s (of = 12) (02 — N2) (1.1)

T 0_2
N y L, son, respectivamente, las frecuencia de Brunt-Vaiisila y la frecuencia de
Lamb (Ecuaciones A.43 y A.44 del Apéndice A). De esta expresiéon queda claro el
papel fundamental de las frecuencias criticas N y Ly: si 02 > L2, N? 6 02 < L3, N?,
entonces kZ > 0, y el nimero de ondas k, es real. Esto significa que bajo tales
condiciones 5,77 son ondas que se propagan espacialmente en direccién radial. En
los otros casos, digamos L7 < o2 < N2 6 L? > 0® > N?, k, es imaginario puro,
y &, 7] son ondas evanescentes, esto es, decaen exponencialmente. Esto define en el
interior de la estrella zonas de propagacién y zonas evanescentes. El comportamiento
local de los modos queda clarificado cuando graficamos L? y N? en funcién de la
coordenada radial. Tales diagramas se denominan “diagramas de propagacién” (ver
Cox 1980, Unno et al. 1989).

En Figura 1.2 hemos graficado un tal diagrama, en este caso particular para una
politropa de n = 3 para el caso £ = 2. En el diagrama aparecen los cuadrfxdos
de la frecuencia de Lamb y la frecuencia de Brunt-Viisild adimensionales L7 =
L2/(GM,/R3) y N2 = N2/(GM,/R?), junto con las autofrecuencias adimensionales
w? = 0%2/(GM,/R?) para los primeros 10 modos p y g y el modo f. Aqui, G es
la constante de gravitaciéon, y M, y R, son la masa y el radio total del modelo
politrépico, respectivamente. En la figura se vé claramente la existencia de las
diferentes zonas de propagacién (o “cavidades resonantes”): aquella correspondiente
a los modos p (denotada por la letra P, donde w? > I:%, N 2), y la correspondiente a los
modos ¢ (denotada por la letra G, donde w? < I:%, N 2). Para este caso particular (y
en general para las estrellas de secuencia principal) los modos p pueden propagarse
principalmente en la zona externa de la estrella, mientras que en la zona central
tales modos son evanescentes. Lo contrario sucede para los modos g, los cuales se
propagan principalmente en la regién central'2.

Los modos que se propagan se tornan ondas estacionarias sélo si poseen frecuen-
cias (las autofrecuencias) para las cuales las ondas son reflejadas en los bordes de
las cavidades resonantes de tal manera que retornan en fase con ellas mismas. Es-
tos son los modos propios del modelo estelar. De esta forma se vé que los modos
estan principalmente “atrapados” dentro de las cavidades (la densidad de energia
de oscilacién adquiere en esas zonas sus valores maximos), aunque los modos se ex-
tienden desde el centro hasta la superficie, obedeciendo ciertas condiciones de borde.

12En estrellas enanas blancas sucede lo contrario: los modos g son modos principalmente de
envoltura, mientras que los modos p se propagan mayormente en la zona del nicleo.
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Figura 1.2: El cuadrado de la frecuencia de Brunt-Vaisala (con linea llena) y la frecuencia
de Lamb (con linea de trazos) normalizadas por el factor GM,/R2, para una politropa de
indice n= 3 y un valor de £ = 2. En el diagrama también hemos incluido los valores de las
autofrecuencias adimensionales w? = 02/(G M, /R?2) para los primeros 10 modos py g y el
modo f (el subindice indica el valor de k).

Normalmente, el modo f tiene un valor de o préximo al méximo de N2, separando
las zonas de propagaciéon P y G.

En este punto podemos concluir que la naturaleza fisica de un modo (su cardcter
p 0 g) y su zona de propagacién estardn determinados por el valor de su propia
autofrecuencia en relacién a las frecuencias criticas N y L,.

Es importante senialar que la distincién entre modos p , gy f, como fue descripta
antes, se torna menos clara para modos de bajo orden radial en modelos estelares
con alta condensacién central de masa. Scuflaire (1974) y Osaki (1975) encontraron
que la formacion de un nucleo estelar denso y una envoltura extendida durante
la evolucién modifica las caracteristicas de propagacién de ciertos modos. Modos
de bajo orden radial adquieren un caracter dual, comportandose como modos g
en las regiones centrales y como modos p en la parte externa de la estrella. En
otras palabras, estos modos tienen cardcter oscilatorio (no-evanescente) en ambas
cavidades P y G en un diagrama de propagacién. Los modos de caracter mixto
muestran una relacién complicada entre k£ (orden radial) y el nimero de nodos de la
autofuncion en direccion radial. Asi, por ejemplo, el modo f exhibe 4 nodos, y los
modos p1, P2, P3, &1, Z2 V g3 adquieren dos nodos extra cuando uno considera una
politropa de n =4 en el caso £ = 2 (ver la Tabla D.6 del Apéndice D de esta Tesis).

1.2.3 Comportamiento asintético para alto orden radial

Cuando el orden radial es alto (kK > 1) y para un dado valor pequeno de ¢, la
autofrecuencia de los modos p estd dada aproximadamente por (Tassoul 1980):

T (oh o g N[ 1 -
0k,£~§<2 + +TL+§> l/o co(r) 7'] ) (1.2)
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Aqui n es el indice politrépico que caracteriza la estructura de las capas superficiales
del modelo estelar. Por otra parte, en modelos estelares ya sea completamente
radiativos o completamente convectivos, la frecuencia de los modos g para k£ > 1
estd dada por (Tassoul 1980):

R. -1
L%Z(Qk#—fntn—l—l)#l/ N(T)dr] , (1.3)
Ok,¢ 2 2 £(£+ 1) 0 r

De la Ecuacién (1.2) tenemos, para los modos p con / fijo,

A 1
oc=o0 — O =T —

k+1,0 k.l /(; Cs (T)
esto es, el espaciamiento asintético de frecuencias de los modos p es constante (e
independiente de ¢) en el limite de alto orden radial. Dicho valor constante depende
sélo de la marcha de la velocidad del sonido, ¢,(r), en el interior del modelo.

De la misma manera, de la Ecuacién (1.3) tenemos, para modos ¢ con ¢ fijo,

-1
dr] = constante, (1.4)

2 R N(r) 17
APy = Pyi1p— Py = ——— l/ dr] = constante, (1.5)
! NrEE

donde Py = 27 /0y es el periodo de oscilacién. Notemos entonces que el espaci-
amiento asintético de periodos de los modos g es un valor constante (aunque depen-
diente de £) en el limite de alto orden radial. Este valor es funcién de la frecuencia
de Brunt-Vaisala.

Las propiedades asintéticas de los modos no-radiales han sido ampliamente uti-
lizadas en recientes anos, tanto en el estudio de los modos p en el Sol (Gough &
Toomre 1991) como asi también en la exploracién del espectro de modos g de es-
trellas enanas blancas variables (Tassoul, Fontaine & Winget 1990).

1.2.4 Influencia de la rotacion

Hemos visto antes que, en ausencia de rotacién, las 2¢ + 1 autofrecuencias (corre-
spondientes a cada uno de los 2¢ + 1 valores del orden acimutal m para un dado
?) son iguales. Esta degeneracién aparece por la ausencia de un eje preferencial de
simetria para las oscilaciones. Si ahora suponemos la presencia de rotacién lenta,
la teoria de perturbaciones a primer orden predice que cada autofrecuencia es di-
vidida en 2/ + 1 componentes igualmente espaciadas en frecuencia, eliminando por
completo la degeneracion. Si la rotacion es uniforme, cada componente estara dada
por:

Okym = ke +m (1 — Ciy) Q, (1.6)

donde () = constante es la frecuencia angular de rotacién de la estrella y Cj, son
coeficientes que dependen de la estructura estelar y de las autofunciones del modelo
no-rotante. Tales coeficientes estin dados por (Cowling & Newing 1949, Ledoux
1951):

Ck: = fO ) p7'2 [2&"& + £t2] dr
T o et [+ e+ 1)E ] dr
Notemos que en el caso de modos p, cuando se incrementa el orden radial se cumple

que & > &, de manera que Cy ¢ — 0. En el caso de modos g, por otra parte, cuando
k es grande se verifica que & < &, de modo que Cy, — 1/4(¢ +1).

(1.7)
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1.3 Astrosismologia y ejemplos de pulsadores no-
radiales

Cuando un conjunto de frecuencias (periodos) de oscilacién es conocido para una
dada estrella pulsante, dicho conjunto puede ser comparado con las frecuencias cal-
culadas tedricamente para un modelo que represente a dicha estrella. Esta inter-
relacion entre observaciones de oscilaciones estelares y cdlculos de modelos tedricos
de pulsacion da lugar a la disciplina denominada astrosismologia. Una de las prin-
cipales motivaciones para llevar a cabo estudios astrosismolégicos reside en que las
frecuencias de oscilacion son las propiedades que mas exactamente pueden medirse
para una estrella.

La astrosismologia, la cual esta relacionada principalmente con pulsadores no-
radiales, permite en principio obtener valiosa informacién (inaccesible mediante otras
técnicas) acerca de la estructura interna y evolucién de las estrellas (ver los articulos
de revisién de, por ejemplo, Brown & Gilliland 1994, Gautschy & Saio 1995, 1996).

Cada modo individual de oscilacién se propaga en una regién especifica de la es-
trella. Por lo tanto, cada frecuencia proporciona informacién de una zona particular
del interior estelar, la zona en que el modo correspondiente principalmente oscila.
Como resultado, cuanto mayor es el nimero de frecuencias observadas mas rica y
precisa ser4 la informacién que pueda extraerse mediante técnicas sismolégicas!3.

La astrosismologia como una potente herramienta de la astrofisica ha motivado
grandes esfuerzos observacionales que han permitido en recientes anos revelar el
caracter de pulsadores no-radiales en una creciente variedad de estrellas, y ha per-
mitido al mismo tiempo obtener frecuencias de oscilacion cada vez mas precisas.
Paralelamente, un gran nimero de estudios tedricos han sido dedicados al modelado
estelar con el afan de poder ajustar las frecuencias de los modelos a las frecuencias
observadas.

Un ejemplo de astrosismologia por exelencia lo constituye la heliosismologia
(Gough & Toomre 1991), que ha posibilitado a los astrénomos inferir el perfil de
rotacién interna y la marcha de la velocidad del sonido del Sol. El Sol oscila en a2 107
modos p simultaneamente, cuyas frecuencias pueden ser medidas con una altisima
precisiéon. En contraste, en la mayoria de las estrellas pulsantes distantes s6lo unas
pocas decenas de modos con ¢ < 3 (debido a efectos de cancelacién geométrica; ver
Dziembowski 1977a) son detectables. Esto explica porqué la heliosismologia estd
en un estado mucho mas avanzado y ha alcanzado un grado de sofisticaciéon mucho
mayor comparado con la astrosismologia.

Si bien las enanas blancas variables son tal vez la clase de variables no-radiales
mejor establecida (Winget 1988, Vauclair 1997), otras varias clases de estrellas lo-
calizadas en una variedad de regiones del diagrama HR exhiben este tipo de oscila-
ciones. La Tabla 1.1 contiene las principales clases de estrellas pulsantes no-radiales,
junto con el tipo espectral, el rango de periodos y la clase de modo no-radial en que
aparentemente pulsan. Dicha tabla es una adaptaciéon de la proporcionada por
Chitre (1998) (ver también Unno et al. 1989).

La localizacién aproximada en el diagrama HR de algunas de las clases de es-

13Como un ejemplo, las Cefeidas (pulsadores radiales) en general pulsan en el modo radial
fundamental o en el primer arménico (k = 1), y a expensas de estas pulsaciones es posible inferir
la densidad media de la estrella. En Cefeidas de doble periodo es posible obtener la masa estelar,
en adicién a la densidad media.
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Figura 1.3: Diagrama de Hertzprung-Russell esquematico ilustrando la localizacién de varias
clases de estrellas pulsantes (ver Tabla 1.1). La linea de trazos muestra la secuencia principal,
las curvas continuas representan algunos tracks evolutivos para masas de 1, 2, 3, 4,7, 12 y
20 Mg, la linea de trazos y puntos es la rama horizontal y la curva punteada es el track de
enfriamiento de las enanas blancas (Adaptado de Christensen-Dalsgaard 1998b).
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Tabla 1.1: Clases de estrellas pulsantes no-radiales y sus caracteristicas

Clase de pulsante Tipo Espectral | Rango de Periodos | Clase de modos
(Orden radial)

Sol G 2—6 min P

Tipo solar G = 10 min p (k>1)

enanas y pre-enanas blancas | DA, DB, DO 2—30 min g(k>1)

DAV, DBV, DOV, PNNV

roAp F, A 5—15 min p(k>1)

0 Scuti F5—A2 0.5—7 hs D, g

B Cephei B1-B2 2—6 hs D, g

SPB B3—B9 1—4 dias g(k>1)

« Doradus F' tempranas 1-2 dias g(k>1)

EC14026 (Subenanas B) B 2—9 min p,f

trellas pulsantes no-radiales que figuran en la Tabla 1.1 (junto con las variables
pulsantes cldsicas) puede verse en la Figura 1.3.

La pulsaciones en enanas blancas es el tema central de esta Tesis, por lo cual
la siguiente seccion esta dedicada a describir las principales caracteristicas de estos
pulsadores compactos.

1.4 Estrellas enanas blancas variables

Las pulsaciones en enanas blancas fueron detectadas por primera vez a fines de
la década de 1960, y desde entonces cuatro diferentes clases de variables degen-
eradas han sido identificadas, en general oscilando en més de un modo no-radial.
Pulsaciones en enanas blancas son observadas como fluctuaciones fotométricas con
amplitudes de hasta 0.3 magnitudes, con periodos en el rango 100 < P < 1200 se-
gundos. Los siguientes factores se conjugan para que estas estrellas sean un objetivo
ideal de la astrosismologia (Winget 1988, Brown & Gilliland 1994): 1) oscilan con
amplitudes suficientemente grandes como para ser detectables (aunque suficiente-
mente pequenas de tal forma que permiten un tratamiento lineal); 2) sus periodos
son suficientemente cortos, lo cual permite observar en poco tiempo muchos ciclos
de oscilacién; 3) muchos modos son excitados (tipicamente varias decenas); 4) la
estructura en equilibrio de estas estrellas es relativamente simple, y esto se traduce
en que sus propiedades pulsacionales también lo son.

Con el objeto de entender las pulsaciones en enanas blancas, es necesario revisar
antes las caracteristicas basicas de estas estrellas, lo cual haremos a continuacién,
basdndonos en el articulo de revisién de Fontaine, Brassard & Bergeron (2001).
Para mas detalles sobre las propiedades fisicas y observacionales de enanas blancas
recomendamos ver, por ejemplo, Hansen & Kawaler (1989), Koester & Chanmugam
(1990), Tassoul, Fontaine & Winget (1990), D’ Antona & Mazzitelli (1990) y Kepler
& Bradley (1995).
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1.4.1 Propiedades generales de las estrellas enanas blancas

A partir del analisis de su distribucion de energia, espectros 6pticos y ultravioletas,
se sabe que la temperatura efectiva (Teq) de las enanas blancas es de Teg ~ 150000
K para los objetos més calientes hasta T.g ~ 4000 K para los més frios y degen-
erados. Los anélisis espectroscopicos también proporcionan la gravedad superficial
(log g), debido a que la intensidad y el ancho de las lineas espectrales son sensibles
a la densidad del gas en la atmésfera, la cual es funcién de la gravedad superfi-
cial. Sin embargo, para las enanas blancas mas frias toda informacién deducible a
partir de los rasgos espectrales desaparece y no pueden obtenerse determinaciones
espectroscépicas de logg. En este caso es necesario, a partir de mediciones de la
paralaje, determinar el radio estelar y la masa (por medio de una relacién masa-
radio), y finalmente deducir la gravedad. El valor promedio para enanas blancas es
de log g ~ 8 (nétese que el valor solar es de log g ~ 4.4). El intervalo en luminosidad
(L) cubierto por las enanas blancas es muy amplio, reflejando el enorme rango en
T.z. Asi, las enanas blancas més calientes alcanzan un valor de L ~ 10% — 103L,
mientras que las més frias tienen un valor de L ~ 107*7L,. La magnitud visual
aparente (V') de las enanas blancas es, en promedio, de V' ~ 15.5.

En general las enanas blancas son detectadas a partir de muestras de objetos
evidenciando apreciables movimientos propios, esto es, objetos muy proximos al Sol.
De estos objetos, las candidatos a ser enanas blancas son aquellas estrellas azules
o muy azules, que las distinguen de estrellas de secuencia principal o préximas a
ella; la confirmacion proviene por medio de analisis espectroscépicos. Es un hecho
bien establecido que la distribuciéon de enanas blancas en las vecindades del Sol
corresponde a una poblacién de disco (Poblacién I), con una escala de altura de
250 — 300 pc. La densidad espacial es del orden de 0.005 pc—® para magnitudes
bolométricas My, < 15. El rate de nacimientos de enanas blancas se estima en
aproximadamente (1.5 — 2.3) x 107! pc® afio !, incluyendo las enanas blancas en
sistemas binarios.

La teoria de evolucién estelar indica que los progenitores de la mayor parte de
las enanas blancas son niticleos de nebulosas planetarias, formadas estas ultimas a
partir de estrellas de masa baja e intermedia de la secuencia principal. Se estima
que estrellas que comienzan su evolucion en la secuencia principal con una masa
estelar < 8 M, (la vasta mayoria de ellas) terminan su vida como enanas blancas.
La mayoria de las enanas blancas ha quemado hidrégeno y helio en su interior en
su historia previa, por lo cual gran parte de su estructura interna estd conformada
por un nicleo de carbono y oxigeno (el cual contiene el 99 % de la masa total de
la estrella) en proporciones ain (en cierta medida) desconocidas, principalmente a
raiz de las incertezas en los rates de reacciones nucleares de la combustion del helio
y de los procesos de mezcla que ocurren hacia el final de la combustion del helio en
el nicleo.

La distribucién observada de masas de enanas blancas aisladas tiene un pico muy
pronunciado alrededor de un valor de M, ~ 0.59M. Si bien el rango observado
de masas es de 0.3My < M, < 1.2M; (donde las colas de la distribucién podrian
deberse a la formacién de enanas blancas producto de la evolucién binaria), la mayor
parte de las enanas blancas tienen masas muy proximas a la masa promedio, con
una dipersiéon muy pequena de ~ 0.13M. Aparentemente los procesos de pérdida
de masa sobre los progenitores (los cuales tienen inicialmente un rango amplio de
masas) actian de tal manera que el resultado final es, en todos los casos, la aparicién
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Tabla 1.2: Clasificacién espectral de estrellas enanas blancas
Tipo Espectral Caracteristicas

DA Lineas de H, sin He I o metales presentes

DB Lineas de He I solamente, sin H o metales presentes
DC Espectro continuo sin lineas distinguibles

DO Intensas lineas He II; He I o H pueden estar presentes
DZ Lineas de metales solamente, sin H o He

DQ Rasgos de C

de enanas blancas con masas muy similares. Asi, a pesar de sus diversos origenes
y luminosidades, las enanas blancas forman una clase remarcablemente homogénea
de estrellas.

Existe evidencia de que pequenas cantidades de helio e hidrégeno permanecen en
la estrella luego de que los procesos de pérdida de masa han actuado. Tomando en
cuenta los procesos termonucleares previos y la accién de la sedimentacion gravita-
cional, la estructura de una enana blanca tipica debe ser (esperable desde la teoria)
un objeto estratificado formado por un nicleo de carbono-oxigeno rodeado por una
fina envoltura rica en helio, rodeada a su vez por una capa rica en hidrégeno. La
densidad media debe ser del orden de 10° g cm 3. El espesor de las envolturas de
hidrégeno y helio depende de los detalles de la evolucién previa, y no son cantidades
conocidas observacionalmente (excepto por determinaciones astrosismoldgicas; ver
al final de este Capitulo). A partir de consideraciones tedricas, sin embargo, se
cree que los valores maximos de la masa de helio e hidrégeno que puede sobrevivir
a la combustién nuclear en la etapa de nebulosa planetaria son de ~ 1072M, y
~ 107*M,, respectivamente. Si bien estas capas son muy delgadas, ellas son ex-
tremadamente opacas a la radiacion, y actian como reguladoras del flujo de energia
que escapa al espacio. Por lo tanto el valor preciso del espesor de tales envolturas
es de fundamental importancia en la evolucion de las enanas blancas.

Observaciones espectrocépicas y fotométricas permiten concluir que la mayoria
de las enanas blancas poseen atmosferas de hidrégeno casi puro; usualmente se las
denomina enanas blancas DA. Sin embargo, alrededor de un 25 % de las enanas
blancas conocidas no poseen tal envoltura de hidrégeno, y exhiben una atmdsfera
rica en helio; a éstas se las cononoce como enanas blancas DB. El resto de las
enanas blancas son estrellas con atmésferas hibridas o con abundancias quimicas
peculiares. El esquema més comin de clasificacién espectral es reproducido en la
Tabla 1.2 (Hansen & Kawaler 1989).

Existen numerosas evidencias observacionales de que alguna clase de evolucion
espectral tiene lugar a lo largo de la evolucién de las enanas blancas, ya que algunas
DAs se tornan DBs y viceversa en algunas etapas del enfriamiento. Tal es asi que el
cociente entre enanas blancas DAs y DBs es diferente para distintas temperaturas
efectivas. En particular, es evidente la existencia del llamado gap de las DBs, situado
a 45000 > Teg = 30000 K, en el cual no se han podido encontrar enanas blancas
tipo DB. También es conocido otro intervalo en T.g, mas estrecho, situado entre los
6000 y los 5000 K, en el cual tampoco se encuentran objetos tipo DB. Si bien no hay
explicaciones completamente satisfactorias para estas anomalias en la distribucién
de enanas blancas con atmdsferas ricas en helio, se sospecha que algin tipo de
interrelacion entre procesos de difusién quimica y conveccién debe actuar para que
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algunas estrellas cambien su composicién quimica superficial.

La mayorfa de las enanas blancas nacen (de acuerdo a su condicién previa de
nicleo de nebulosa planetaria) como objetos compactos extremadamente calientes
los cuales comienzan a enfriarse, con sus fuentes de energia nuclear casi agotadas; la
energia gravitacional no puede ser liberada eficientemente debido a que la presion
de los electrones degenerados impide cualquier contraccién adicional: la estrella esta
obligada a evolucionar a partir de entonces aproximadamente a radio constante. De
hecho, la estructura mecénica de la estrella estd principalmente gobernada por los
electrones degenerados. En particular la degeneracién electronica es responsable de
una curiosa relacion entre la masa y el radio estelar: cuanto mas masiva la estrella
menor es el radio estelar. Los electrones degenerados son también responsables de
la existencia de una masa limite por encima de la cual la enana blanca no puede
existir como un objeto estable: esta es la masa de Chandrasekhar.

Otra propiedad inherente a los electrones degenerados es su alta conductividad
del calor, a raiz de lo cual el nicleo de las enanas blancas es casi isotermo. La
temperatura de este nticleo degenerado varfa entre ~ 2 x 107 K y ~ 5 x 10% K para
enanas blancas en el rango de T, de 16000 — 8000 K. La gran caida en la tem-
peratura yendo del centro a la superficie tiene lugar principalmente en la envoltura
estelar, que actia como aislante. Este enorme gradiente de temperatura dd lugar
a la aparicién de zonas convectivas superficiales en las enanas blancas mas frias.
Estas zonas convectivas, cuando existen, regulan el flujo emergente de energia hacia
el exterior. También juegan un papel clave en la tasa de enfriamiento de la estrella
cuando la conveccién alcanza el borde externo del nicleo degenerado, acoplandolo
con la superficie y asi aumentando el flujo de energia a través de la envoltura (en
comparacién con el caso en que el transporte es radiativo).

Los responsables de proveer la energia térmica que luego resulta en la luminosi-
dad de la enana blanca son los iones (no degenerados). De hecho, la estrella brilla
principalmente a expensas del calor acumulado en los iones durante su historia evo-
lutiva previa (los electrones no contribuyen signficativamente). A medida que la
energia térmica es gradualmente perdida por la estrella en forma de radiacion, la
energia cinética de los iones disminuye y el gas de iones pasa de un estado gaseoso
a un estado fluido y luego a un estado sélido. El pasaje del estado fluido a sélido
(cristalizacién) trae aparejada una liberacién de calor latente, capaz de frenar consid-
erablemente el enfriamiento de la estrella. Finalmente la reserva de energia térmica
se agota y la estrella, ahora casi completamente cristalizada, deja de brillar.

Una interesante propiedad de las enanas blancas es que, como mencionamos
antes, algunas de ellas experimentan inestabilidades pulsacionales. Las inestabil-
idades se manifiestan en términos de modos g no-radiales. De esta manera estas
estrellas ofrecen la posibilidad de sondear su interior estudiando sus propiedades
vibracionales. De hecho, los estudios de pulsaciones de enanas blancas constituyen
el mejor ejemplo de aplicacién de la astrosismologia. A continuacién describiremos
las caracteristicas mas relevantes de esta clase de pulsadores.

1.4.2 Enanas blancas variables

Gran parte del material histérico que incluimos a continuaciéon fue proporcionado
por F. Vuille (2000, comunicacién privada). En la década de 1960 era una creen-
cia generalizada entre los astronomos que las enanas blancas eran muy estables en
cuanto a su luminosidad, de forma tal que estas estrellas podrian ser utilizadas como
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estrellas de referencia. A fines de esa década, A. Landolt observaba la enana blanca
HL Tau 76 con esas intenciones, cuando, para su sorpresa, encontrd que esta estrella
mostraba variaciones de brillo de 0.3 magnitudes con un periodo de unos 12 minu-
tos (Landolt 1968). De esta manera Landolt descubrid, accidentalmente, la primer
enana blanca variable. Sin embargo este hallazgo no causé un gran impacto en la
comunidad astronomica, ya que no se ajustaba a las predicciones tedricas debido a
que el periodo de las variaciones en esta estrella era dos ordenes de magnitud mas
grande que lo esperado, y no quedaba claro si realmente se debian o no a pulsa-
ciones. Poco tiempo después otras dos enanas blancas variables fueron descubiertas:
(G44-32, con periodos de 10 y 13.7 minutos (Lasker & Hesser 1969), y R 548 (ZZ
Ceti) con periodos de 3.6 y 4.5 minutos (Lasker & Hesser 1971). Warner & Robinson
(1972) y Chanmugam (1972) fueron los primeros en reconocer que las variaciones
eran debidas a pulsaciones en modos g no-radiales, descartando los modos radiales y
los modos p no-radiales los cuales (siguiendo la relacién periodo-densidad) deberian
estar caracterizados por periodos mucho més cortos (< 10 segundos) para pulsadores
compactos.

En la primer mitad de la década de 1970 aparecieron otros numerosos reportes
de variabilidad en enanas blancas. McGraw & Robinson (1976) demostraron que
las enanas blancas formaban una clase homogénea de pulsadores, las denominadas
variables DAVs (o ZZ Ceti). Una confirmacién acerca de la naturaleza no-radial de
las oscilaciones en estas estrellas provino de un estudio observacional llevado a cabo
por Robinson, Nather & McGraw (1976) en R 548, que mostraba la presencia de
“splitting” rotacional de las frecuencias, debido a la ruptura de la degeneracién de
los modos por la presencia de rotacién lenta (ver Seccién 1.2.4). Otro importante
trabajo confirmé la hipétesis de los modos g: McGraw (1979) mostrd que las varia-
ciones en luminosidad eran debidas principalmente a cambios en la temperatura
superficial de la estrella, y no a variaciones del radio estelar (tipicas de los modos p
no-radiales y de las oscilaciones puramente radiales)*.

El modelado teérico de pulsaciones no-radiales en enanas blancas comenzo6 quiza
con el articulo de Osaki & Hansen (1973), seguido poco tiempo después por el trabajo
de Brickhill (1975). En estas investigaciones adiabdticas se demostré que modos ¢
de bajo orden radial, con periodos de alrededor de 200 segundos eran compatibles
con modelos de enanas blancas, reforzando (al menos en el rango de cortos periodos)
la hipétesis de que modos g podian ser la causa de las periodicidades en las curvas
de luz de las variables ZZ Ceti.

Los primeros calculos no-adiabaticos fueron llevados a cabo por Dziembowski
(1977b) y Keeley (1979). El mecanismo exacto que desencadena las pulsaciones no
estaba claro ain, aunque se sospechaba que los modos de oscilacién podrian ser
excitados por accién del denominado mecanismo k — 7y (ver Cox 1980) en zonas
de ionizacion parcial. Esto fue finalmente confirmado por tres grupos en forma in-
dependiente y simultdnea (Dziembowski & Koester 1981, Dolez & Vauclair 1981,
y Winget et al. 1982a), quienes encontraron que modelos estratificados de enanas
blancas con composiciones quimicas mas realistas que en las consideradas en estu-
dios previos eran inestables a modos ¢g no-radiales, con periodos en buen acuerdo
con los observados, debido a la accién del mecanismo xk — v actuando en zonas de
ionizacién parcial, principalmente de hidrégeno. Debido al papel crucial de las zonas

Ta confirmacién teérica a esta conlusién provino més tarde a través de un importante estudio
por Robinson, Kepler & Nather (1982) sobre la DAV R 548.
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de ionizacién parcial de hidrégeno, los modelos inestables estaban confinados a un
angosto dominio en 7. aproximadamente consistente con la banda de inestabilidad
observada.

El éxito alcanzado con las enanas blancas DA impulsé a Winget (1981) y Winget
et al. 1982a) a postular que también las enanas blancas DB deberian pulsar a causa
del mismo mecanismo, pero operando esta vez sobre zonas de ionizacién parcial de
helio. Esta prediccién tedrica se vié confirmada por el descubrimiento de la primer
enana blanca DB pulsante, GD 358, por Winget et al (1982b). Este subgrupo de
enanas blancas pulsantes se conoce como estrellas DBV. Pronto un mecanismo de
excitacion relacionado con zonas de ionizacién parcial se encontro para las pre-enanas
blancas pulsantes, las estrellas PG 1159, primero observadas por McGraw et al.
(1979) y Bond et al. (1984), y las variables PNNV, descubiertas por Grauer & Bond
(1984). En efecto, los estudios de Starrfield et al. (1983, 1984, 1985) demostraron
que la ionizacién parcial de carbono y oxigeno podria excitar las pulsaciones en esas
estrellas.

Si bien la naturaleza de las oscilaciones habia sido dilucidada al menos en sus
aspectos fundamentales en el comienzo de la década de 1980, algunos problemas
quedaban aun por resolver, y de hecho han permanecido en el mismo estado hasta
la actualidad. Una de tales cuestiones estd relacionada al problema de seleccion
de modos. En efecto, de todos los modos propios posibles predichos por céalculos
numeéricos en modelos realistas de enanas blancas, s6lo unos pocos son observados en
estrellas reales. El mecanismo de filtro que excitaria solo algunos modos hasta am-
plitudes observables ha sido histéricamente asociado al fenémeno de mode trapping
(ver Seccién 1.4.4), provocado por la naturaleza estratificada de las enanas blancas
(Winget, van Horn & Hansen 1981). Esta explicacién ha sido ampliamente acep-
tada, aunque su validez no ha sido ain completamente demostrada (ver Capitulo
6 de esta Tesis). Otro problema que ha perdurado a través del tiempo, es de una
naturaleza mas basica atin: todos los calculos de pulsacién de enanas blancas lleva-
dos a cabo hasta la fecha consideran linealidad de las pulsaciones, y sus resultados
son, en rigor, sélo aplicables a los pulsadores de baja amplitud. Sin embargo, como
lo demuestran las observaciones, existen dos tendencias entre las enanas blancas
variables: algunas son pulsadores de baja amplitud, con curvas de luz sinusoidales,
modos estables en frecuencia y amplitud (Stover et al. 1980, Kepler et al. 1982);
otras muestran un comportamiento mas complejo, con curvas de luz no-sinusoidales
y mayores amplitudes, y la presencia de arménicos y combinaciones lineales de fre-
cuencias (McGraw & Robinson 1975), con modos que frecuentemente cambian sus
amplitudes en escalas de tiempo cortas. Estos problemas permanecen no resueltos
en la actualidad.

1.4.3 Bandas de inestabilidad

Existen varias clases de enanas blancas pulsantes, las cuales definen bandas de in-
estabilidad bién localizadas en el diagrama HR (ver Figura 1.3). Una lista completa
conteniendo las propiedades de las distintas clases de enanas blancas pulsantes puede
encontrarse en Bradley (2000).

Estrellas pre-enanas blancas variables: Estan ubicadas en la regién del
diagrama HR donde el track de las estrellas post-AGB se une a las secuencias de
enfriamiento de las enanas blancas. Estas estrellas tienen muy altas temperaturas
efectivas, con 7 x 10* < Tog < 1.7 x 10° K. Espectroscépicamente muestran fuertes
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deficiencias de hidrégeno y rasgos pronunciados de carbono, helio y oxigeno (Werner
1992, Dreizler et al. 1995). Estas estrellas muestran periodicidades fotométricas con
periodos entre 7 y 30 minutos, y se cree que son debidas a modos g de bajo grado
¢ y alto orden k. Aquellas pre-enanas blancas variables las cuales estan rodeadas
por nebulosas planetarias se denominan en la literatura como nitcleos de nebulosas
planetarias variables (PNNV), y las que carecen de cualquier rastro de nebulosa
son llamadas variables PG 1159 (GW Vir)!®. Los periodos de pulsacién de las
PNNVs son més largos que los correspondientes a las PG 1159, indicando que las
PNNVs tienen mayores radios. Desde el punto de vista evolutivo, las PG 1159 son
consideradas como objetos que estan entrando en las primeras etapas de enfriamiento
del track de enanas blancas, mientras que, en contraste, las PNNVs estan todavia
desplazandose hacia altas temperaturas a luminosidad constante. Se conocen nueve
miembros de la categoria PNNV. Por otra parte sélo cinco miembros de la clase
PG 1159 son conocidos hasta el momento. Entre ellas hay una PG 1159 “hibrida”,
denominada HS 232443944, la cual muestra hidrégeno en su espectro (Silvotti et al.
1994). Es notable que, si bien la regién del diagrama HR donde las PG1159 pulsan
estd bién determinada, existen entre las variables objetos no-variables: la banda de
inestabilidad no es “pura” (Werner 1993). En el caso de las PG 1159, las que pulsan
se pueden distinguir de las no variables por el hecho de que muestran nitrégeno en
sus espectros (Dreizler 1998).

Como mencionamos, la excitacion de las pulsaciones en estas estrellas parece
provenir de la accién del mecanismo xk — v actuando en zonas de ionizacién parcial
de carbono y oxigeno (Starrfield et al. 1984, 1985). Aparentemente para obtener
modos inestables son requeridas envolturas conteniendo una mezcla homogénea de
carbono y oxigeno, y la localizacién y extension de la regién de inestabilidad en el di-
agrama HR es fuertemente dependiente del contenido exacto de helio en dicha mezcla
(Stanghellini et al. 1991). Por otra parte, también el mecanismo e de excitacién ha
sido examinado (Kawaler et al. 1986, Kawaler 1988), estudiando el efecto desestabi-
lizante de la combustién de hidrégeno en el nicleo de nebulosas planetarias ricas en
hidrégeno, y la combustién del helio en capas, en nicleos deficientes de hidrégeno.
Los resultados indican la existencia de modos g inestables pero con periodos demasi-
ado cortos respecto de aquellos observados en estrellas pre-enanas blancas variables
(Hine & Nather 1987).

Estrellas variables DBVs (o V4777 Her): Estas enanas blancas variables
estan confinadas a un rango de Ty entre los 21500 y 24000 K, con luminosidades
~ 10713 L. Esta clase de estrellas variables es la tinica cuya existencia fue predicha
(Winget et al. 1982a) antes de su descubrimiento, por Winget et al. (1982b).
Los periodos encontrados estan en el rango de 140 a 1000 segundos. Actualmente
se conocen unas ocho estrellas miembros de esta clase, la mayoria de las cuales
muestran espectros de pulsaciéon complejos, con muchas frecuencias presentes. La
DBV miés estudiada (la primera en descubrirse) es GD358, la cual es al mismo
tiempo la mas brillante del grupo. La banda de inestabilidad de las DBVs tampoco
es pura: existe entre un 25 % y un 50 % de estrellas DBs no pulsantes en el dominio
de inestabilidad, dependiendo de que sus pardmetros atmosféricos sean derivados a
partir de atmésferas con helio puro o conteniendo pequenas cantidades de hidrégeno
(Beauchamp et al. 1999).

Las pulsaciones en las DBVs son excitadas por el mecanismo xk—- operando en la

15En la literatura es también muy comin denominarlas DOVs.
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base de la zona de conveccién de helio (Bradley & Winget 1994, Winget et al. 1983).
También se ha examinado la posibilidad de que las DBVs pulsen en modos radiales,
encontrandose que los modelos son inestables a estas pulsaciones (Kawaler 1993).
Sin embargo su bisqueda observacional ha dado resultados negativos (Kawaler et
al. 1994).

Estrellas variables DAVs (o ZZ Ceti): Se conocen 31 miembros de esta
clase. En contraste con el caso de las pre-enanas blancas y las DBVs, la banda de
inestabilidad de las DAVs es pura: no hay estrellas DA no-variables en el dominio
del diagrama HR donde las DAVs estan localizadas, en el rango de temperaturas
efectivas 12500 > Tog > 10700 K. Estudios espectroscopicos de DAVs muestran un
continuo de cuerpo negro con lineas de absorciéon de hidrégeno superpuestas, sin
sehales de helio o metales presentes (Koester & Chanmugam 1990). Las variabili-
dades fotométricas de las DAVs son multiperiddicas, con periodos entre los 100 y
1200 segundos y amplitudes hasta de 0.3 magnitudes. En muchos casos las frecuen-
cias estan divididas en multipletes, debido a rotacién lenta (ver Seccién 1.2.4).

Las observaciones de DAVs sugieren que ellas tienden a acumularse en dos
grupos principales (Unno et al. 1989): un grupo de estrellas calientes que ex-
hiben un pequefio niimero de periodos cortos y estables (cambios de amplitud muy
pequeiios), y otro grupo de estrellas més frias con muchos més perfodos presentes
pero mostrando fuertes efectos no-lineales y variaciones de amplitud. Claramente,
las DAVs calientes, con tan pocos periodos presentes son dificiles de estudiar desde el
punto de vista astrosismoldgico, por dos razones. Primero, con tan pocos modos es
problemadtica su identificacién, esto es, la asignacién de valores k£ y £ a cada periodo
observado. Segundo, la escasez de modos presentes proporciona en principio poca
informacién y dificulta imponer restricciones sobre su estructura interna. Las DAVs
mas frias tienen muchos mas periodos presentes, pero esta ventaja es aparente. El
espectro de Fourier en este caso contiene varias frecuencias (v;) con gran amplitud,
correspondientes a modos propios “auténticos”, junto con arménicos (ny;), sumas
de frecuencias (v; +v;) y diferencias de frecuencias (v; —v;), las cuales no son modos
propios de la estrella siné que corresponden a la respuesta no-lineal de la atmoasfera
estelar al flujo de radiacién proveniente del interior (Vuille & Brassard 2000). Asi,
la primer dificultad para estudiar estas estrellas es extraer primero los modos reales.

La excitacién de pulsaciones en las DAVs, como mencionamos antes, es el mecan-
ismo k — 7 actuando en la zona de ionizacién parcial de hidrégeno (Dolez & Vau-
clair 1981, Winget et al. 1982a). La cuestién del espesor de la capa superficial de
hidréogeno en estrellas DAVs y su influencia sobre la inestabilidad de modos g fue ex-
tensivamente estudiada en la década de 1980. Los primeros resultados (Winget et al.
1982a) admitfan solo envolturas finas de hidrégeno (Mg < 1078M,). Sin embargo
nuevos estudios no-adiabaticos demostraron que las inestabilidades pueden ocurrir
atn con envolturas tan masivas como My ~ 107%M, (Cox et al. 1987, Bradley &
Winget 1994, Fontaine et al. 1994). Actualmente se cree que la excitacién de modos
g en DAVs es insensible a la masa de la envoltura de hidrégeno.

Un aspecto importante relacionado con la localizacién del borde azul de la banda
de inestabilidad de las DAVs es el de la influencia de la eficiencia convectiva utilizada
en la construccion de los modelos en equilibrio. Aparentemente sélo zonas de con-
vecci6n muy extendidas, tratadas con la Mixing Length Theory (MLT), dan lugar
a bordes azules compatibles con los datos observacionales (Bradley & Winget). Las
prescripciones ML2 o ML3 (ver Tassoul, Fontaine & Winget 1990) de la MLT son
las que proporcionan el mejor acuerdo con la observacién.
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Otro mecanismo posible para la excitacion de modos g en DAVs es el llamado
convective driving, debido a la accion de la conveccién superficial en estas estrellas
(Goldreich and Wu 1999, Brickhill 1991). Aunque actualmente este mecanismo es
aparentemente fisicamente mas plausible que el mecanismo k — v, ambos predicen
en forma igualmente aceptable el borde azul de la banda de inestabilidad observada,
pero ninguno de los dos es capaz de predecir el borde rojo, donde las pulsaciones
aparentemente se detienen abruptamente (Kanaan 1996).

Finalmente mencionaremos aqui que también la posible existencia de modos
radiales fue investigada para modelos de DAVs (Saio et al. 1983). Al igual que
en el caso de las DBVs, sin embargo, no se han detectado hasta ahora este tipo
de oscilaciones de corto periodo en ninguna DAV (Robinson 1984). No estd claro si
esto se debe a que estas oscilaciones realmente existen en DAV pero con amplitudes
por debajo del umbral de detectabilidad, o bién la ausencia se debe a una falla en
la teorfa empleada en el modelado de las pulsaciones (Gautschy & Saio 1996).

1.4.4 Herramientas astrosismolégicas

El principal atractivo para llevar a cabo astrosismologia en enanas blancas es que
permite a los astronomos determinar la estructura del estado final mas comun de
la evolucién estelar. Esto, a su vez, posibilita poner restricciones a los procesos
experimentados por los progenitores de enanas blancas antes de que estas se for-
maran. También, un mejor conocimiento de la estructura interna de las enanas
blancas a través de la astrosismologia proporciona valiosa informacion acerca de las
propiedades de la materia bajo condiciones extremas de temperatura y densidad, no
reproducibles en los laboratorios terrestres. Adicionalmente, un mejor conocimiento
del enfriamiento de enanas blancas puede brindar potencial informacién acerca de
la historia de formacion estelar en el disco galdctico y permite obtener la edad de la
Galaxia (cosmocronologia; ver, por ejemplo, Winget et al. 1987 y Wood 1992). Otro
beneficio de la astrosismologia de enanas blancas es la obtencién de la luminosi-
dad de la estrella y posteriormente la distancia empleando la magnitud aparente
y la correccién bolométrica. De esta forma es posible obtener una “distancia as-
trosismoldgica”, independiente de la distancia inferida por las técnicas de paralaje
tradicionales.

A continuacién describimos algunos métodos astrosismolégicos empleados hasta
el presente en enanas blancas pulsantes.

Espaciamiento medio de periodos. El andlisis asintético (ver Seccién 1.2.3)
predice que el espaciamiento de periodos consecutivos de modos g para un dado /
estd dado por (para valores elevados de k):

AP} = B (1.8)

(e+1)

y Py estd definido como

Py = 2r VOR Mdr] o (1.9)

r

Si para una estrella podemos observar suficientes modos consecutivos en & y con el
mismo valor ¢, podemos calcular el espaciamiento de perfodos (AP ¢ = Pry1,0— P )
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y promediarlo; designamos a este espaciamiento medio como (AP ). Resulta que,
en general, se cumple que

(APyo) ~ APA l /0 - @dr] - (1.10)

aun para enanas blancas estratificadas y con zonas convectivas externas (Tassoul et
al. 1990).

Ahora bién, si consideramos masas estelares cada vez mayores para una Tg fija,
la frecuencia de Brunt-Viisila crece (dada su dependencia con la gravedad), lo cual
provoca que la integral en la Ecuacién (1.10) adopte un mayor valor y en consecuen-
cia el espaciamiento medio de periodos decrezca. Si ahora consideramos una masa
estelar fija, pero valores decrecientes de T, debido al aumento de la degeneracion
en el nicleo de la enana blanca la frecuencia de Brunt-Vaisala decrecera, provo-
cando un incremento en el espaciamiento medio de periodos. Asi, la dependencia de
(AP ) con la temperatura efectiva es opuesta a la dependencia con la masa estelar.
Sin embargo, las bandas de inestabilidad en enanas blancas son (afortunadamente)
suficientemente angostas en Tus, de modo que la sensibilidad de (AP ;) sobre la
masa estelar es mayor; esto tiene como consecuencia que el espaciamiento medio de
periodos resulta ser una cantidad extremadamente 1til para obtener el valor de la
masa de enanas blancas. Notemos, sin embargo, que la mayoria de las DAVs exhiben
pocos periodos consecutivos del mismo /¢, por lo cual esta técnica para obtener la
masa estelar es particularmente 1til sélo para las DBVs y las pre-enanas blancas,
las cuales presentan un numero suficiente de periodos en sus curvas de luz.

Mode trapping. Las enanas blancas tienen una estructura estratificada la
cual provoca que algunos modos g experimenten una resonancia mecanica, y esto
afecta la estructura global del espectro de periodos. Como mencionamos antes, este
fenémeno fue primero explorado por Winget, Van Horn & Hansen (1981) y luego
estudiado en profundidad por Brassard et al. (1992a). Fisicamente el mode trapping
es un fenémeno de resonancia que se produce cuando la longitud de onda local de
las autofunciones de un dado modo coincide aproximadamente con el espesor de la
capa de hidrégeno (o la de helio) en el interior de una enana blanca. Esto sucede
entonces cuando un nodo de las autofunciones estd ubicado en proximidades de una
zona de transicién de composicién quimica (por ejemplo, helio — hidrégeno, carbono
— helio). Cuando este tipo de resonancia se produce, la amplitud de oscilacién de
las autofunciones es grande principalmente en una regién limitada por una de las
transiciones quimicas y la superficie estelar, o entre dos interfases quimicas!é. El
principal efecto (el cual es observable en estrellas reales cuando oscilan en varios
modos consecutivos) es que los modos atrapados y los de orden radial adyacentes
tienen espaciamientos de periodos mucho mas cortos que el espaciamiento medio.
Otra consecuencia de este fenémeno es el efecto (no observable) sobre la distribucién
de energfa cinética de oscilacién de los modos, (Exin)ke. Dependiendo de la regién
interna de la estrella en la que el modo tiene sus maximas amplitudes de oscilacién,
la energia cinética adopta valores maximos (si el modo es confinado al interior denso
de la enana blanca) o minimos (cuando el modo queda atrapado en la envoltura
estelar), respecto de los modos adyacentes que no sufren la resonancia mecanica.

16 También puede producirse un confinamiento de las autofunciones entre una interfase quimica
y el centro estelar; en ese caso el fenémeno se denomina mode confining.
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Un aspecto de crucial importancia relacionado con este fenomeno es la forma
y el ancho de las zonas de transiciéon quimica, especialmente la de helio-hidrégeno
en las DAVs. La efectividad de las zonas de transicién quimica (las cuales consti-
tuyen saltos en densidad) para provocar resonancias sobre ciertos modos, esto es, la
efectividad de mode trapping de un modelo, depende fuertemente de los detalles de
tales interfases. Usualmente en el modelado tedrico de estas regiones se consideran
condiciones de equilibrio difusivo (ver Tassoul, Fontaine & Winget 1990, Brassard
et al. 1992ab) o atn discontinuidades puras en composicién (Winget, Van Horn &
Hansen 1981). Sin embargo, un tratamiento autoconsistente en el cual los procesos
de difusién de elementos dependientes del tiempo son tomados en cuenta es nece-
sario para obtener la forma y el ancho correctos de las interfases quimicas. Dado que
este es uno de los puntos mas relevantes en esta Tesis, posponemos una discusion
detallada de este topico a Capitulos posteriores.

La principal utilidad del mode trapping reside en la potencial capacidad de medir
el espesor de la capa de trapping. Brassard et al. 1992a desarrollaron una relacién
entre los periodos de los modos atrapados y la localizaciéon de la interfase helio-
hidrégeno en el modelo. Dicha relacién es la siguiente:

—1
2 22 T GM*
P2, = 472\ [(1—E>E(€+1) = ] ,

donde P, es el perfodo del i-ésimo modo atrapado (i es el nimero de nodos de las
autofunciones entre la superficie estelar y la interfase helio-hidrégeno; i = 1, 2,3, - - -),
A; son coeficientes de trapping obtenibles de los modelos (ver Kawaler & Weiss 1990,
Brassard et al. 1992a), y r; es el valor del radio donde la transicién en composicién
esta localizada. Utilizando esta expresion es posible, en principio, obtener r; a
partir de los periodos de modos atrapados, y encontrar asi la masa fraccional de
la envoltura de hidrégeno en DAVs. Esta técnica también es aplicable a modelos
de DBVs para medir la masa de la envoltura de helio. Hay que aclarar que la
relacion descripta supone la existencia de una 4nica interfase quimica en el modelo,
la de helio-hidrégeno en las DAVs y la de carbono-helio en las DBVs, ignorando la
presencia de las otras interfases.

Otra manera de inferir informacién acerca de la estructura de las capas ex-
ternas es graficar las diferencias de periodos entre sucesivos modos en funcién del
periodo para modos de un dado ¢. Estos son los diagramas AP, vs Py, donde
APy = Pry1y — Prye es la diferencia hacia adelante entre periodos de orden ra-
dial consecutivo y ¢ fijo. En estos diagramas el mode trapping se manifiesta como
minimos de AP, regularmente espaciados, correspondientes a modos atrapados
sucesivos. La diferencia de periodo entre modos atrapados sucesivos (“ciclo de trap-
ping”) proporciona informacién acerca de la profundidad a la que se encuentra la
zona de transicién de composicién quimica: el ciclo de trapping permite en principio
estimar la masa de hidrégeno en las DAVs (o helio en las DBVs). Por otra parte
la amplitud de la variacién de AP, en torno de (AP ,) (“amplitud de trapping”)
es sensible al espesor de la zona de transicion quimica. Transiciones abruptas dan
lugar a mayores valores de los apartamientos: mayor amplitud de trapping. De
esta forma la amplitud de trapping permitiria dilucidar la forma de las interfases
quimicas (Brassard et al. 1992ab, Bradley 1996).

Rates de cambio de periodos. La evolucién de enanas blancas involucra
enfriamiento y (en menor medida) contraccién, y la frecuencia de Brunt-Viisild
cambia en respuesta a esos cambios evolutivos. En particular, como respuesta al
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enfriamiento la frecuencia de Brunt-Viisala decrece en las regiones del niicleo, debido
al aumento en la degeneracion. Una disminucién de esta frecuencia provoca el
corrimiento gradual del espectro de periodos de oscilacién hacia valores mayores'”.

Para enanas blancas, el cambio secular en los periodos puede escribirse como
(Winget, Hansen & van Horn 1983):

P T bR*

F = _CLT —+ R—*,
donde T es la temperatura del nicleo, y a,b > 0 son constantes del orden de la unidad
determinadas por las propiedades del modelo. Notemos que en este tratamiento
analitico simplificado, el enfriamiento (7/7 < 0) produce un incremento en el
periodo, mientras que la contraccién (R, /R, < 0) provoca un decrecimiento. En
estrellas PG 1159 atin en su etapa de contraccién hacia la secuencia de enanas blan-
cas, tanto el enfriamiento como la contraccién estan actuando sobre P. Dado que
los modos atrapados tienen sus autofunciones confinadas principalmente a la en-
voltura, son més sensibles a la contracciéon que al enfriamiento, por lo cual muestran
valores de P mas bajos (o incluso negativos) respecto de los no-atrapados (Kawaler
& Bradley 1994). Como contrapartida, los modos confinados son susceptibles al
enfriamiento del niicleo, y el valor de P est4 especificado casi exclusivamente por el
enfriamiento (principalmente por emisién de neutrinos), con lo cual sus valores son
siempre positivos. En las DAVs y DBVs la influencia de la contraccién es desprecia-
ble, y los valores de P estén determinados por el enfriamiento y son positivos para
todos los modos (aunque mas pequenos en el caso de modos atrapados). A partir de
modelos tedricos, los valores esperables de P son los siguientes: 1075 s s™! para las
DAVs, 1071* s s7! para las DBVs y 107!! — 107!2 s 57! para las pre-enanas blancas.

La medicién del P en enanas blancas implica la medicién de la escala de en-
friamiento de estas estrellas, y esto brinda informacion acerca de la composicion
quimica del niicleo. De esta manera la medicién de P constituye, en principio, una
prueba directa de la validez de las predicciones de la teoria de evolucion estelar. En-
tre las DAVs, la mejor medicién de P ha sido obtenida para la estrella G117-B15A,
con un valor de (2.3+1.4) x 107 s s7! (Kepler et al. 2000a). En el caso de las PG
1159, un valor (13 + 1.6) x 107! s s7! para PG 1159-035 ha sido obtenido (Costa
et al. 1999). No existe atn un valor medido de P para ninguna estrella DBV.

Splitting por rotaciéon y por campos magnéticos. Si la enana blanca esta
rotando y/o posee un campo magnético la frecuencia de cada modo de oscilacién es
dividida en multipletes.

La rotacién lenta (P < Py ) dé lugar, suponiendo rotacién de cuepo rigido, a
multipletes de 2/ + 1 componentes igualmente espaciadas, aunque la observacion de
todas las componentes o no depende del angulo de inclinacién de la estrella. Existe
evidencia de splitting rotacional en varias enanas blancas variables. Utilizando la
expresion vista en la Seccién 1.2.4 es posible obtener la frecuencia de rotacién 2
midiendo la diferencia o4, — 0 en los multipletes observados y utilizando los
coeficientes a primer orden Cj, calculados a partir de modelos tedricos. Las sep-
araciones encontradas entre las componentes de los multipletes son del orden de
3 — 7TuHertz, implicando periodos de rotacién comprendidos entre algunas horas y
unos pocos dias.

"Esto puede apreciarse examinando la Figura 1.2 para el caso de la politropa: si N? disminuye
las frecuencias posibles decrecen, aumentando los periodos.
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Si un campo magnético estd presente (sin rotacién), cada frecuencia es dividida
en ¢+ 1 componentes. La magnitud de la separacion entre las componentes se in-
crementa para periodos crecientes. Cuando un campo magnético débil esta presente
junto con la rotacién, su efecto es el de correr cada frecuencia (respecto a los valores
en ausencia del campo magnético) una cantidad proporcional a m2B?, donde B es
la intensidad del campo magnético. Las dos componentes m = +1 (si £ = 1) son
igualmente desplazadas hacia mas altas frecuencias, mientras que la componente
con m = 0 es también corrida pero en una cantidad menor (Unno et al. 1989, Jones
et al. 1989). Esto en principio permite obtener un valor para B. Por ejemplo, para
la DBV GD 358 Winget et al. (1994) han obtenido un valor de B ~ 1300 Gauss.

1.4.5 Resultados astrosismolégicos en DAVs

Muchas de las observaciones de enanas blancas pulsantes son corrientemente re-
alizadas a través del denominado Whole Earth Telescope (WET) (Nather et al.
1990). El WET no es un telescopio sin6 mas bien una red de telescopios terrestres
distribuidos de tal manera de poder obtener observaciones continuadas de un mismo
objeto, sin las interrupciones de la luz diurna de las que adolecen las observaciones
desde sitios individuales. Los datos obtenidos con el WET son de una calidad sin
precedentes que permiten analisis muy detallados de los espectros de Fourier de las
estrellas observadas.

A pesar de esta importante ventaja, existe ain una seria dificultad para realizar
estudios astrosismoélogicos en enanas blancas. Este problema es la identificacién de
los modos. En particular, en las DAVs, el pequeno niimero de periodos presentes
en las mas calientes, o la presencia de numerosos armoénicos y combinaciones lin-
eales de modos reales en las més frias, dificulta extremadamente la asignacion sin
ambigiiedades de un valor de £ y un valor de k a cada periodo observado. El proced-
imiento usual para identificar los indices de los modos es, en primer lugar, calcular
periodos tedricos de pulsacién en modelos de enanas blancas, luego comparar el
patron de periodos tedricos con el patron observado, y finalmente ajustar los mod-
elos de manera tal que los patrones de perfodos teéricos y observados coincidan'®.

Un estudio de gran importancia en lo que se refiere a la astrosismologia de
enanas blancas DAVs fue llevado a cabo por Clemens (1993). Este autor estudi6
todas las DAVs conocidas como una clase. En su andlisis no se consideraron los
armonicos y combinaciones de frecuencias, ni tampoco las variaciones temporales
de amplitud en el espectro de Fourier. Al considerar las propiedades de las DAVs
como un ensamble el autor encontré un interesante resultado (ver también Clemens
1997): cuando se comparan todos los patrones de periodos de las DAVs calientes
entre si, se encuentra una sorprendente similitud entre ellos, lo cual refleja que la
estructura de todas las estrellas examinadas debe ser aproximadamente la misma.
Clemens llegé a la conclusién de que los periodos de todas las DAVs examinadas
caen dentro de seis grupos de periodos los cuales él identificé6 como correspondientes

18F] problema con este procedimiento es que no funciona con enanas blancas que exhiben muy
pocos periodos excitados. Otro método, més reciente, es el de identificacién de modos usando
espectroscopia UV (Kepler et al. 2000b, Robinson et al. 1995). Este método hace uso del hecho
de que las amplitudes de los modos g dependen fuertemente del valor de £ para longitudes de onda
més cortas que 3000 A. Las amplitudes se incrementan hacia el ultravioleta, pero este incremento
es mayor para modos con £ = 2 que para £ = 1, y mayor para £ = 3 que para £ = 2 (ver figura 1 de
Kepler et al. 2000). Esta diferencia en las amplitudes de modos con diferentes grados armdnicos
provee un método independiente para determinar el valor de £ en enanas blancas variables.
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al =1y k=1,23,4,5, vy 6. En base a esta identificacién, y haciendo uso de
las predicciones de modelos tedricos de pulsacion, él concluyé que la masa de la
envoltura de hidrégeno de todas las DAVs (y por ende las DAs) deberia ser de
~ 1074 M,.

Por otra parte, en los ultimos anos se han realizado estudios astrosismolégicos en
un nimero de estrellas individuales. A continuacién resumimos los principales re-
sultados acerca de la estructura de DAVs provenientes de estudios astrosismolégicos
recientes.

G226-29: Esta estrella tiene un triplete de modos con periodos cercanos a ~
109 segundos. Kepler et al. (1995) identificaron este triplete como un modo con
¢ = 1,k = 1 afectado por rotacién. El andlisis de estos autores indica una masa
de la envoltura de hidrégeno de My ~ 10~*M,, una masa estelar de M, ~ 0.80M
y un periodo de rotacién de 9 horas. Bradley (1998a) encuentra valores similares
para los anteriores pardmetros, y en adicién, un valor para la paralaje de 95.7 mas®®,
comparable a la paralaje trigonométrica, de 91.1 mas.

R 548: Esta estrella oscila principalmente en dos periodos: ~ 213 y ~ 274
segundos. Cada uno de ellos muestra dos componentes, probablemente miembros
de tripletes debido a rotacién (una componente de cada triplete no se observa).
Bradley (1998b) identifica estos periodos como £ = 1,k = 2,3, y haciendo uso de la
informacion del splitting rotacional, deriva un valor para la masa de la envoltura de
hidrégeno de My ~ 1.5 x 10~*M,, una masa estelar de M, =~ 0.54M, y un periodo
de rotacion de 21 horas. En adicién, Bradley encuentra una paralaje de 29 mas,
la cual estd en fuerte conflicto con la paralaje trigonométrica, de ~ 14.5 mds (Van
Altena et al. 1994).

G117-B15A: Esta estrella oscila en tres periodos de ~ 215, =~ 274 y ~ 304
segundos, correspondientes a modos con ¢ = 1. Bradley (1998b) encuentra una
ambigiiedad en el valor de k£ para los periodos: las dos posibles identificaciones son
215 (k = 1), 274 (k = 2), 304 (k = 3) o bien 215 (k = 2), 274 (k = 3), 304
(k = 4). En consecuencia, la masa de la envoltura de hidrégeno resulta ser de
My ~ 1.5 x 107*M,, si el periodo de 215 segundos es k = 2 0 My ~ 1.5 x 1077, si
el periodo de 215 segundos es £k = 1. En ambos casos, la masa estelar resulta ser
de M, ~ 0.60M. Finalmente, Bradley encuentra un gran discrepancia en cuanto
a la paralaje: el valor derivado por él es de 17.5 mas, frente al valor de la paralaje
trigonométrica de ~ 14.5 mds (Van Altena et al. 1994).

L19-2: Esta estrella es una de las pocas DAVs que tiene modos observados
con ¢ = 2 ademés de modos con ¢ = 1. Sus periodos (multipletes rotacionales) de
oscilacién junto con las identificaciones empleadas por Bradley (2001) son: ~ 118
L=1Lk=1),~192(l=1,k=2),~350 {=1,k=6),~ 114 (£ =2,k=2)y
~ 143 (£ = 2,k = 4). Bradley (2001) encuentra que la masa de hidrégeno debe ser
de My ~ 1 x 107*M, y la masa estelar de M, ~ 0.72M. El periodo de rotacién
de la estrella resulta ser de unas 13 horas. El valor de la paralaje astrosismolégica
derivada, de 44 mas, estd en perfecto acuerdo con la trigonométrica, de (44 + 5)
mas.

GD 165: Bradley (2001) considera la siguiente identificacién para los periodos
en que pulsa esta estrella: ~ 120 (¢ = 1,k = 1), = 192 (¢ = 1,k = 2), = 250
({=1,k=4)y ~ 114 ({ = 2,k = 2). De acuerdo al andlisis de Bradley (2001),
la masa estelar es de M, =~ 0.65M; y la masa de la envoltura de hidrégeno de

Ymili-segundos de arco.
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My ~ 2 x107*M,. El periodo de rotacién estd en el rango 55 — 60 horas; la paralaje
astrosismolégica es de 28 mas, en muy buen acuerdo con la paralaje trigonométrica,
de (27.8 £ 3.4) mas.

G29-38: Los periodos de oscilacion identificados en esta estrella son numerosos;
Bradley & Kleinman (1997) muestran que un modelo que ajusta 14 de los 16 periodos
presentes (sin considerar numerosas combinaciones lineales de modos) debe tener
una masa de M, ~ 0.75M con My ~ 5 x 107" M,. Sin embargo hay que recalcar
que estos valores corresponden a la identificacién (no del todo confirmada) de que
el periodo a 110 segundos es un modo con ¢ = 2,k = 1; si este modo es en realidad
¢ =1,k =1, entonces la masa estelar y la masa de la envoltura de hidrégeno de esta
estrella deberian ser muy similares a las correspondientes a G 226-29. La paralaje
obtenida es de 66 mas, frente a la trigonométrica, de (73.4 £ 4) mas.

GD 154: Esta estrella ha sido estudiada a través de métodos astrosismolégicos
por Pfeiffer et al. (1996). Los autores obtienen, utilizando los perfiodos observados
de ~ 402, ~ 1088 y ~ 1186 segundos una masa estelar de M, ~ 0.70M y una masa
de la envoltura de hidrégeno de My ~ 2 x 1071°M,. El periodo de rotacién derivado
es de =~ 55 horas.

Notemos que las primeras 5 estrellas (las cuales caen en el grupo de las DAVs
calientes en relacién a su posicién en la banda de inestabilidad), tienen masas de
hidrégeno con valores préximos a 107*M,, lo cual confirmaria los resultados de
Clemens (1993, 1997). Por otra parte, las dos tltimas (G29-38 y GD 154), las
cuales pertenecen al grupo de las DAVs frias, parecen tener envolturas de hidrégeno
mucho més finas. Bradley (2001) seniala que existen evidencias de otras fuentes en
favor de un rango de masas para la envoltura de hidrégeno. En efecto, Vennes et al.
(1997) encuentran que el valor de My de las DAs calientes debe ser de ~ 107%M, o
menor, como para que la masa media de las enanas blancas estudiadas por ellos esté
de acuerdo con la correspondiente a la muestra de DAs frias de Bergeron, Saffer &
Liebert (1992).



Capitulo 2

Modelos evolutivos de enanas
blancas DA

Resultados publicados en el siguiente articulo:

e Evolution of a 3 Mg star from the main sequence to the ZZ Ceti stage: the role
played by element diffusion, Althaus, Serenelli, Cérsico & Benvenuto, Monthly
Notices of the Royal Astronomical Society, 330, 685, (2002)

Antes de abordar el tema central de esta Tesis, en este Capitulo describiremos las
principales caracteristicas de nuestros modelos en equilibrio que representan enanas
blancas DA.

Los calculos pulsacionales presentados en esta Tesis estan basados en modelos
evolutivos de enanas blancas construidos a partir de una descripcién fisica muy
detallada. Estos modelos representan una mejora sustancial respecto de los modelos
evolutivos utilizados en estudios pulsacionales previos. Especificamente, en este
trabajo hemos empleado dos grupos de modelos en equilibrio. En el primer grupo la
evolucion de pre-enana blanca no ha sido tenida en cuenta, y los modelos iniciales han
sido obtenidos a partir de un procedimiento de calentamiento artificial. Esta técnica
para obtener modelos iniciales de enanas blancas ha sido descripta en varios estudios
previos, entre ellos en Althaus & Benvenuto (2000), y referimos al lector a ese
articulo para mas detalles. Aqui sélo mencionaremos que esta técnica inicialmente
produce algunos modelos fisicamente inconsistentes, los cuales, luego de bloqueado
ese calentamiento artificial, convergen hacia el track correcto de enfriamiento de
enanas blancas. Asi, las estructuras que se obtienen en la etapa de las ZZ Ceti
corresponden efectivamente a enanas blancas DA. Este procedimiento para obtener
modelos iniciales de enanas blancas es valido siempre que la técnica de calentamiento
artificial se aplique a temperaturas efectivas mucho mas elevadas respecto de las
correspondientes a las de las ZZ Ceti (T,g ~ 12000 K)!. Si bien estos modelos
no son completamente autoconsistentes, poseen la cualidad de ser muy apropiados
y “flexibles” a la hora de realizar estudios astrosismolégicos, en los cuales surge la
necesidad de variar parametros tales como la masa estelar y la masa de las envolturas
de helio e hidrégeno para explorar los efectos sobre las pulsaciones.

!Esta técnica también es valida para generar modelos iniciales de enanas blancas DB, las cuales,
como mencionamos en el Capitulo 1, pulsan a temperaturas efectivas cercanas a los 24000 K.
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El segundo grupo de estructuras en equilibrio empleadas en esta Tesis corre-
sponde a una nueva generacion de modelos de enanas blancas que han sido calcula-
dos teniendo en cuenta de manera autoconsistente la historia evolutiva previa, las
reacciones nucleares y la difusién microscopica de los elementos. La descripcién de
estos nuevos modelos es el principal objetivo de este Capitulo.

Es evidente que modelos realistas de estrellas enanas blancas son de importancia
fundamental para el entendimiento de las propiedades oscilatorias de estas estrellas,
y en especial a la hora de interpretar la riqueza de informacién ofrecida por las
observaciones disponibles. En el contexto de las variables DAV, la mayor parte de
las investigaciones existentes se basan en modelos evolutivos estelares muy simplifi-
cados. Esto es particularmente cierto con respecto al tratamiento de la distribucion
de abundancias quimicas. En este este sentido, los perfiles de carbono y oxigeno
son usualmente tratados como parametros libres. En adicion, la distribuciéon de
abundancias quimicas es considerada fija durante la evolucién a través del dominio
de inestabilidad, y peor aun, muchos estudios adoptan la aproximacién de equi-
librio difusivo en la aproximacién trace element para determinar la distribucion de
abundancias en las intefases quimicas (ver Seccién 2.2). También vale la pena men-
cionar que la liberacién de energia nuclear debido al quemado de hidrégeno en la
base de la envoltura suele ser despreciada en la construccién de modelos evolutivos
empleados en los estudios de pulsacion de estrellas DAVs. Esto es solamente jus-
tificado si la enana blanca es formada con envolturas de hidrégeno relativamente
delgadas. Sin embargo, si la envoltura de hidrégeno es masiva, las reacciones de
quema de hidrégeno representan una fuente apreciable de energia ain durante los
estados evolutivos de las ZZ Ceti (Althaus, Serenelli, Cérsico & Benvenuto 2002;
Iben & Tutukov 1984). Los detalles del quemado nuclear son més complejos si la
difusién de elementos quimicos es considerada. En efecto, calculos evolutivos de
enanas blancas con difusion dependiente del tiempo muestran que la combustion
nuclear a través de las reacciones del ciclo CNO desempena un papel diferente de-
pendiendo del valor de la masa de helio existente entre la envoltura rica en hidrégeno
y las capas internas ricas en carbono y helio, la cual depende criticamente de la fase
en la cual el progenitor abandona la AGB durante las etapas de pulsos térmicos (ver
D’Antona & Mazzitelli 1990 para mas detalles).

En la siguiente subseccién describiremos las principales caracteristicas de la nueva
generacién de modelos de enanas blancas, cuyas propiedades pulsacionales son anal-
izadas en la primer parte del Capitulo 6. Tales modelos evolutivos nunca han sido
tenidos en cuenta en cdlculos pulsacionales de enanas blancas DAs, y su construccion
ha sido parte de los objetivos de esta Tesis, especialmente en lo que concierne a la
exploracion de sus propiedades pulsacionales.

2.1 Nuevos modelos evolutivos de enanas blancas
DA

Los calculos de pulsacion presentados en esta Tesis estan basados en modelos de
enanas blancas generados a partir de un cédigo de evolucién estelar utilizado en
varios estudios previos de enanas blancas (ver, por ejemplo, Althaus & Benvenuto
1997, 2000; Benvenuto & Althaus 1998; Althaus, Serenelli & Benvenuto 2001). Este
cédigo ha sido apropiadamente modificado recientemente con el objeto de calcular
los estados evolutivos previos a la formacién de enanas blancas (los modelos re-
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Figura 2.1: Diagrama Hertzsprung-Russell para la evolucién de nuestro modelo estelar de
3 Mg, desde la ZAMS hasta la etapa de enana blanca. Por claridad, los estados evolutivos

correspondientes a los episodios de pérdida de masa no son mostrados. Los ndmeros entre
paréntesis al lado de cada circulo a lo largo del track dan la edad (en 10* afios) medida desde
el final de la pérdida de masa y la masa de hidrégeno en las capas externas en unidades de
10~* M. La regién correspondiente a la banda de inestabilidad de las estrellas ZZ Ceti es
mostrada como una regién sombreada. Como resultado de los episodios de pérdida de masa,

la masa estelar decrece desde 3 a 0.563 M. Notemos que después del final de la pérdida

de masa, la estrella retorna hacia temperaturas efectivas bajas donde se quema una fraccién
apreciable del contenido de hidrégeno. Durante esta fase, la evolucién es muy lenta.
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sultantes sedn analizados pulsacionalmente en el Capitulo 6). En lineas generales,
dicho c4digo esta basado en el método de Kippenhahn, Weigert & Hofmeister (1967)
para el calculo de evolucién estelar. En particular, las ecuaciones que describen la
estructura y evolucién de una estrella (ver Apéndice C.1) son resueltas utilizando un
método Newton-Raphson generalizado el cual permite obtener correcciones a todas
las variables y en todas las capas a partir de ecuaciones algebraicas linealizadas.

La descripcion fisica considerada en nuestros modelos es lo mas detallada y
actualizada posible. Brevemente, mencionemos que incluye opacidades radiativas
OPAL para metalicidades arbitrarias (Iglesias & Rogers 1996), complementadas a
bajas temperaturas con las opacidades moleculares de Alexander & Ferguson (1994).
En particular, opacidades para distintas metalicidades son requeridas durante la
evoluciéon de enanas blancas cuando en los calculos se tiene en cuenta la difusion de
elementos. Las opacidades conductivas para el régimen de alta densidad son aque-
llas de Itoh et al. (1983) y Hubbard & Lampe (1969) para bajas densidades. Los
rates de emision de neutrinos son tomados en cuenta segun la formulacién de Itoh
y colaboradores (ver Althaus & Benvenuto 1997 para detalles). Con respecto a la
ecuacién de estado, los modelos consideran ionizacién parcial, presién de radiacion,
contribuciones iénicas, electrones parcialmente degenerados e interacciones Coulom-
bianas. Para el régimen de enana blanca empleamos una versién actualizada de la
ecuacién de estado de Magni & Mazzitelli (1979). Hemos considerado una red nu-
clear que incluye 30 rates de reacciones nucleares para la combustién del hidrégeno
(correspondiendo a la cadena protén-préton y al ciclo CNO) y la quema del helio.
Los rates de reacciones nucleares son tomados de Caughlan & Fowler (1988), ex-
cepto para la reaccién 2C(a, 7)*®O la cual es tomada de Angulo et al. (1999) (este
rate es aproximadamente dos veces més grande que la de Caughlan & Fowler 1988).
El cambio en la composicion quimica resultante de la combustion nuclear es cal-
culado por medio de un método implicito estandard de integraciéon. En particular,
seguimos la evolucién de las especies 'H, 3He, “He, "Li, "Be, 12C, 13C, N, 1°N, 160,
170, 180 y 9F. La conveccién es tratada siguiendo la formulacién estandard de la
Mixing Length Theory (MLT) (Bohm-Vitense 1958). El criterio de Schwarzschild
fue usado para determinar los bordes de las regiones convectivas. Overshooting y
semi-conveccién no fueron considerados.

Para los modelos analizados pulsacionalmente cuyos resultados son presentados
en la primer parte del Capitulo 6, hemos seguido la evolucién de una estrella inicial-
mente de 3 Mg comenzando desde la Secuencia Principal de Edad Cero (ZAMS).
La metalicidad adoptada Z es Z= 0.02 y la abundancia por masa de hidrégeno y
helio son, respectivamente, Xgy= 0.705 y Xg.= 0.275. La evolucién ha sido calcu-
lada a masa estelar constante durante toda las etapas desde la quema de hidrégeno
y helio en el nicleo hasta la AGB donde ocurren los pulsos térmicos del helio.
Para alcanzar una configuracion de enana blanca, una pérdida de masa artificial ha
sido incorporada en nuestro cédigo evolutivo. Especificamente, la pérdida de masa
fue iniciada cuando el progenitor de enana blanca estaba experimentando su pulso
térmico nimero 11. El rate de pérdida de masa fue 107*Mg, afios™!. Deseamos men-
cionar que debido a las altas demandas computacionales involucradas en los célculos
que hemos llevado a cabo aqui, particularmente considerando el tratamiento de la
evolucién de enana blanca con la difusién dependiente del tiempo, nos restringimos
exclusivamente a examinar un caso de evolucién para el progenitor de enana blanca.

El diagrama HR completo de nuestro modelo es mostrado en la Figura 2.1.
Nuestra simulaciéon numérica cubre todas las fases evolutivas del objeto desde la
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ZAMS hasta el dominio de las estrellas ZZ Ceti sobre la rama de enfriamiento de
las enanas blancas. La edad (en unidades de 10* afios) desde el final de los episdios
de pérdida de masa y la masa hidrégeno (en unidades de 10~* M) son indicados
para puntos seleccionados a lo largo del track. Por claridad, las fases evolutivas
correspondientes a la pérdida de masa no han sido graficadas.

Detalles especificos de la evolucién de este objeto son dados en nuestro articulo
Althaus, Serenelli, Cérsico & Benvenuto (2002) y en Serenelli (2002). En particular,
quisiéramos destacar aqui que como resultado de los episodios de pérdida de masa,
la masa estelar es reducida desde 3 M hasta 0.563 M. Notemos finalmente que
la masa de hidrégeno que queda en las capas externas al comienzo de la rama de
enfriamiento es 1.5 x 107*M,,, y ésta es reducida a 7 x 1075M, en el momento en
que es alcanzado el dominio de las ZZ Ceti. Debido a que no hemos considerado
episodios adicionales de pérdidas de masa durante la etapa de nebulosa planetaria
o en los comienzos de la rama de enfriamiento, el valor obtenido para la masa final
de hidrégeno deberia ser considerado como un limite superior. Queremos enfatizar
que en los calculos hemos adoptado una metalicidad inicial de Z = 0.02; valores
mucho més bajos de Z deberian dar lugar a mayores masas de la envoltura final de
hidrégeno para la misma masa estelar (ver, por ejemplo, Iben & MacDonald 1986).

2.2 Equilibrio difusivo en la aproximacién de trace
element

La mayor parte de los estudios de pulsaciones de enanas blancas publicados hasta
la fecha se basan en modelos estelares cuyos perfiles de composiciéon quimica in-
terna en las interfases son modeladas bajo la suposicion de equilibrio difusivo en la
aproximacion trace element (ver Tassoul, Fontaine & Winget 1990 y Apéndice C.3).
La principal motivaciéon para considerar esta aproximacion es evitar la solucién del
problema de la difusion de elementos dependiente del tiempo a medida que la enana
blanca evoluciona. En el marco de tal aproximacién, el perfil de la regiéon de la
interfase quimica es muy simple: su forma funcional es una ley de potencias. La
transicion resultante consta de dos regiones: una parte superior en la cual un ele-
mento es dominante y el otro es considerado como traza (minoritario), y una regién
inferior en la cual el cardcter mayoritario y minoritario de los respectivos elementos
es invertido. Debido a que las dos soluciones son ajustadas satisfaciendo la condiciéon
de conservacién de la masas de cada elemento (ver Apéndice C.3), se produce una
discontinuidad en la derivada en el punto de empalme. Los exponentes de la solucion
en leyes de potencia estd directamente relacionado al estado de ionizacién del plasma
estelar (ver Arcoragi & Fontaine 1980). Asi, la estratificacién quimica de la zona
completa de la interfase, en el marco de este tratamiento estandard, puede ser mod-
ificado sdlo si el plasma experimenta una modificacién en el estado de ionizacion
como resultado de la evolucién estelar. Calculos pulsacionales de enanas blancas en
los cuales esta aproximacién es usada para el modelado de las interfases quimicas son
aquellos de, por ejemplo, Bradley (1996, 1998ab, 2001), Bradley & Winget (1994),
Brassard et al. (1991, 1992ab), Montgomery & Winget (1999), Metcalfe, Nather &
Winget (2000), Metcalfe, Winget & Charbonneau (2001), Montgomery, Metcalfe &
Winget (2001).
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Log (1-M/M,)

Figura 2.2: Perfiles de abundancia para nuestro remanente de enana blanca de 0.563 Mg, para
dos modelos seleccionados justo después del punto mdximo en temperatura efectiva (lineas
finas) y cerca del comienzo del régimen de las ZZ Ceti. Los modelos estdn caracterizados
por valores (log L/Lg), log Teg) de (3.1, 5.15) y (-2.48, 4.07) (lineas finas y gruesas, respec-
tivamente). En particular, la distribucién de hidrégeno, helio y carbono (linea sélida, linea de
trazos y puntos y lineas punteadas, respectivamente) es mostrada en funcién de la fraccién de
masa externa. El efecto de la difusion de elementos en la distribucidn de abundancias quimicas
es claramente notable.

2.3 Difusion de elementos dependiente del tiempo

Como se ha mencionado, el calculo de modelos evolutivos de enanas blancas tratado
en forma autoconsistente con la difusién dependiente del tiempo es un aspecto im-
portante de esta Tesis. Como fue descripto en la Seccién anterior, en la mayoria de
los estudios previos de pulsacion de enanas blancas el equilibrio difusivo en la aproxi-
macion trace element ha sido usada para especificar la forma del perfil quimico en las
regiones de transicién en composicion. Sin embargo, la aproximacion de equilibrio
difusivo no es valida cuando las escalas de tiempo de difusiéon son comparables a las
escalas de tiempo evolutivas. En particular, el equilibrio difusivo en capas profundas
de la enana blanca no es una aproximacion apropiada atin a edades caracteristicas
de la etapa ZZ Ceti. En efecto, se conoce que durante tales estados, la difusién
modifica la distribucién espacial de los elementos, en particular en las interfases
quimicas (ver Iben & MacDonald 1985). Para un tratamiento més adecuado de
las interfases quimicas, nosotros hemos considerado los procesos de sedimentacion
gravitacional, difusién quimica y térmica siguiendo el tratamiento de Burgers (1969)
para gases multicomponentes (ver Apéndice C.2 para detalles). En el contexto de
la evolucion de enanas blancas DA, el tratamiento para la difusién que hemos us-
ado ha sido empleado por Iben & MacDonald (1985, 1986) y también por Althaus,
Serenelli & Benvenuto (2001) para evaluar el papel desempeniado por la difusién en
la ocurrencia de flashes termonucleares de hidrégeno en enanas blancas de baja masa
con nucleos de helio. La forma de la zona de transicién en composicion quimica,
como mencionamos en el Capitulo 1, es un punto de crucial importancia en lo que se
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refiere a las pulsaciones de enanas blancas. En particular, ésta contribuye a la forma
del término de Ledoux contenido en la frecuencia de Brunt-Véiséld (ver Ecuaciones
3.21-3.23 del Capitulo 3) y juega un papel critico en el fenémeno de mode trapping
en enanas blancas (ver Capitulo 6).

A continuacion mostraremos el efecto de la difusion dependiente del tiempo so-
bre los perfiles quimicos. En la Figura 2.2 mostramos la estratificacion quimica
de la enana blanca en el dominio de la banda de inestabilidad (lineas gruesas)
junto con la correspondiente al comienzo del track de enfriamiento (lineas finas).
La accion de la difusién es claramente apreciable en esta figura. Notablemente,
cuasi-discontinuidades en la distribucién inicial de abundancias son suavizadas con-
siderablemente por la difusién de elementos. En efecto, los procesos de la difusién
modifican fuertemente la pendiente de los perfiles quimicos en las capas externas
a lo largo del track de enfriamiento de la enana blanca. Notemos que debido a la
accion de los procesos de difusién y quema nuclear la envoltura pura de hidrégeno
para el modelo correspondiente al dominio de inestabilidad de las ZZ Ceti posee una
masa de log(My/M,) = —3.905. No obstante, como puede verse en la figura, la
cola del perfil de hidrégeno llega a regiones profundas del modelo. La forma suave
de los perfiles quimicos en la transicién de hidrégeno-helio tiene una importancia
fundamental al momento de considerar el espectro de modos ¢ de la estrella, como
veremos en Capitulos subsiguientes. Notemos que la difusién no modifica los per-
files quimicos en la regiéon del nicleo, y esto es debido a que la escala de tiempo
de difusiéon es mucho mayor que la escala de tiempo evolutiva en esa zona. Sin
embargo, notemos que la base de la envoltura de helio, a pesar de estar localizada
en regiones relativamente profundas, es notablemente afectada por la difusién: el
perfil quimico es apreciablemente suavizado por la accién de la difusiéon ain para
valores de log(1 — M, /M,) ~ —2. El valor de la masa de la envoltura de helio es de
log(Mye/M,) = —1.604.



Capitulo 3

Resolucion del problema
adiabatico

Resultados publicados en los siguientes articulos:

e A new code for non-nadial stellar pulsations and its application to low-mass, he-
lium white dwarfs, Cérsico & Benvenuto, Astrophysics & Space Science, 279, 281
(2002)

e The potential of the variable DA white dwarf G117-B15A as a tool for fundamental
physics, Cérsico, Benvenuto, Althaus, Isern & Garcia-Berro, New Astronomy, 6,
197, (2001)

En vista de la importancia creciente de la linea de investigacion relacionada
con enanas blancas variables, como ha sido descripto en el Capitulo introductorio,
en nuestro Observatorio hemos comenzado a estudiar las oscilaciones estelares no-
radiales. Para tal fin hemos desarrollado en forma independiente un cédigo de pulsa-
ciones con capacidad de proporcionar las cantidades basicas necesarias en la explo-
racion de propiedades pulsacionales de enanas blancas y estudios astrosismolégicos
en tales estrellas.

El propésito de este Capitulo es describir las técnicas numéricas empleadas en
nuestro programa para buscar y calcular los modos no-radiales de pulsacién de mod-
elos estelares esféricamente simétricos. El cédigo estd basado en una modificacién
de la técnica Newton-Raphson generalizada presentada en Kippenhahn, Weigert &
Hofmeister (1967) para resolver el set de ecuaciones en diferencias representando
las ecuaciones diferenciales de oscilaciones no-radiales lineales y adiabdticas en es-
trellas esféricamente simétricas. También en este Capitulo incluimos algunos tests
del funcionamiento del cédigo, en particular sobre modelos politrépicos y modelos
(quimicamente homogéneos) de enanas blancas de helio. El capitulo termina con una
aplicacién del codigo de evolucion-pulsacién en la cual inferimos una cota superior
a la masa de las particulas denominadas aziones.

Como un primer paso légico en este proyecto, nuestro cddigo ha sido disefiado con
la capacidad de resolver las ecuaciones que describen oscilaciones adiabdticas. Esto
responde principalmente a dos razones. En primer lugar, el problema adiabéatico
es obviamente mas simple desde el punto de vista matematico que el caso general
no-adiabatico. Consideramos entonces que un primer paso logico en este proyecto
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a largo plazo es comenzar estudiando las propiedades adiabdticas, aunque dada la
forma en que fue construido nuestro programa, es posible generalizarlo al caso no-
adiabatico sin grandes modificaciones. En segundo lugar, como es bién conocido
a partir de calculos llevados a cabo por otros autores, los periodos adiabaticos di-
fieren muy poco de los no-adiabdaticos en el caso de enanas blancas: tipicamente las
diferencias son del orden de 10™* (Bradley 1998b). Los calculos adiabéticos, por
otra parte, proporcionan suficiente informacion acerca de la estructura mecanica de
la estrella en estudio, por lo cual son corrientemente empleados para llevar a cabo
estudios astrosismoldgicos en enanas blancas'.

3.1 Cdbdigo de pulsaciones: esquema numérico

Las ecuaciones diferenciales que gobiernan las pulsaciones no-radiales, lineales y
adiabaticas en estrellas esféricamente simétricas pueden encontrarse en el Apéndice
A (Ecuaciones A.52 a A.55). Estas ecuaciones, junto con las condiciones de borde
adecuadas para el centro y la superficie estelar constituye un problema lineal de
autovalores de cuarto orden, el cual en general debe resolverse numéricamente. Con
el objeto de escribir las ecuaciones de pulsacién en una forma adecuada para el
calculo numérico, dividimos el modelo en equilibrio en un nimero de capas esféricas
concéntricas. Esto es equivalente a discretizar el dominio de la variable independi-
ente = en N puntos (N—1 capas) no necesariamente equi-espaciadas z;,j = 1,---, V.
En nuestro tratamiento definimos z; = 1 como la superficie estelar y xy = 0 como
el punto central del modelo.

Ahora reemplazamos las Ecuaciones (A.52) a (A.55) por ecuaciones en diferen-
cias. El sistema de ecuaciones puede ser escrito como

dy; .
% :fi(ylay%y&yéb)‘)a 7’:1a2’3a4a (31)

donde A\ = w?. En diferencias finitas, las Ecuaciones (3.1) pueden ser escritas como?

ilinn = [vil; _ )= i
mj_i_l—_xj - f’L ([ylayZay3ay4]j+%’)‘) = 15213547] - 1a" '1N - 17 (32)

donde, para una dada cantidad 2,

1La informacién acerca de cuéles y cudntos modos son excitados, y en consecuencia son capaces
de alcanzar amplitudes observables en estrellas reales, es obtenida sélo a través de calculos no-
adiabaticos. En el caso de las enanas blancas, sin embargo, los resultados no-adiabaticos son
fuertemente dependientes de la eficiencia convectiva adoptada en la construccién de los modelos en
equilibrio (Bradley & Winget 1994). Dado que esta eleccién es, en principio, libre, el procedimiento
usual es adoptar la eficiencia convectiva que dé como resultado un borde azul en acuerdo con el
borde azul observado. Como puede verse, este prodecimiento no es del todo autoconsistente, lo
cual constituye un defecto de la teorfa no-adiabdtica aplicada a enanas blancas.

2También hemos empleado diferencias finitas de la forma

[yalj+1 — [yil;

1 . .
=35 (f’l ([y17y27y37y4]j;A) + fl ([y17y27y37y4]j+1;A)) 0= 1727374;] = 17' "7N -1
Tj+1 — Tj 2

Aplicando tal forma para las ecuaciones en diferencias hemos encontrado resultados que no
difieren apreciablemente de los obtenidos a partir de la forma (3.2).
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[¢]]+2 [w]] + [¢]3+1

siendo [¢]; el valor de la cantidad v en el punto 7. Las condiciones de borde externas
estdn dadas por ® (Unno, et al. 1989):

(1)1 — [y2]1 + [ysh =0,
(£ +1) [yss + [ya]1 =0, (3.3)
[yi] = 1.

La tltima ecuacién es la condicién de normalizacion, usualmente empleada en es-
tudios previos. Las condiciones de borde centrales estdn dadas por (Unno, et al.
1989)

[ya]w X2 o]y =0,
sl — [yl = 0. (3.4)

Con el objeto de resolver este sistema de ecuaciones en diferencias usaremos
el método Newton-Raphson generalizado siguiendo la formulacion presentada en
Kippenhahn, Weigert & Hofmeister (1967) para el caso de evolucién estelar. Aqui
supondremos que disponemos de una solucién aproximada para el sistema y de-
seamos mejorarla iterativamente. En caso de que esta solucién inicial no estd lejos
de la solucion exacta del sistema, podemos desarrollar las ecuaciones hasta el primer
orden en las correcciones para los valores de las autofunciones para cada punto de
la grilla y también para el autovalor w? (el cuadrado de la autofrecuencia). En esta
forma obtenemos un sistema lineal de ecuaciones cuyas incognitas son las correc-
ciones, el cual debe ser resuelto.

En forma compacta, el sistema algebraico de ecuaciones para las correcciones a
primer orden puede expresarse como:

ol VT A Tt ’“ )
%ﬁ Slunls + -+ gy Ol + gy Sluslias -+ gy Olualyor+ (3.6)
f’afii SA=—GY; i = 1,2,3,4, j= 1,2,...,N— 1,
oC, oC, oC,

—m 5 4+ "5 +—m5)\:—Cm;m:1,2, 3.7

a[yl]N [yl]N 3[y4]1v [y4]N O\ ( )

donde §[y;]; son pequenas correciones a las autofunciones y; en el punto j de la grilla,
y 0\ es la correccion al autovalor A. By, GZ, y C,, son los valores de las ecuaciones
en diferencias evaluadas en la solucion a ser mejorada iterativamente. Obviamente,
todas ellas deben ser cero cuando son evaluadas con la solucién exacta.

3Las primeras dos de estas ecuaciones son las llamadas “condiciones de borde cero”, las cuales
emplearemos en el tratamiento de pulsaciones en politropas. En el caso de modelos realistas de
enanas simplemente reemplazamos la primer ecuacién por la expresién (Unno et al. 1989)

" [1+ (6(6;2—1) _4_w2> %] et s [1+(£(€w-gl) _£_1> %] _o.

evaluada en j = 1.
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Ahora tenemos que invertir una gran matriz la cual tiene elementos no nulos sélo
en bloques localizados sobre la diagonal y en la tltima columna (correspondiente a las
derivadas con respecto al autovalor). Nétese que esta es una importante diferencia en
comparacion con el caso de evolucion estelar. Por lo tanto necesitamos un algoritmo
especifico para invertir la matriz y obtener las correcciones.

Evaluando la Ecuacién (3.5) para k = 1,2, 3 y la Ecuacién (3.6) parai = 1,2, 3,4
y 7 = 1, podemos escribir el primer bloque de la matriz como

OB b
%%il 0 0 0
2
6£y4]1 0 0 0
o 0 0 0
y411
oGl aG!  9Gt oGl
Olyalr Oyl Oly2]2  Olys]2
oGl 8GL oGl Gl
Olyalr  Oyilz  Oly2]2  9lyslz |

Ahora definimos vectores Uy, Vi, Wy, (s = 1,---,4N — 5) de tal forma que pode-
mos escribir

Slyls |
5[y2]1
5[y3]1

5[91]2
(5[y2]2
(5[y3]2

U,

5[y4]1 =

L Ur V7

Vi
Uz V2

Wi
W

Wr |

para este bloque. Los coeficientes de estos vectores pueden ser calculados facilmente

resolviendo
r 0B; 0B T
Ay1]r acj’y4]1 0 0 0
By B, 0 0
Iy1]1 6£y4]1
_0Bs _0B3 0 0 0
6[y1]1 8[y411
0G! oG! oGl aGl  aG!
Ay1la dlyal1  Oyle  Iy2]2  Iysl2
aGk 9Gt  aGl  aGE oGl
L Olyi]s Olyals  Oyilz  Oly2l2  Olys]2

i - [ 0o =2 _pB]
6[yrh 0 _@ —B;
5[y2]1 0 _861% _33
6[ysh 9G] _ﬁ el 0lyale
Slyslr | = yalz  OA L oA | .(3.8)
0[y1]2 : : ' 1
Je : : :
6[ys]e aGY oG}
) ) L _6[y4‘]12 _8—)\4 _G‘ll i
0[yal2
oA (3.9)
1
(U Vi Wil [ 0 —aa—gl —B; |
Uy, Vo W, 0 —% —By
S Gl
0 —TB/\% —Bs
_ oG] G, _ 1
= O[yal2 2 11.(3.10)
LU Vi We | [ -apd — G

A partir de la Ecuacién (3.6), y después de una breve manipulacién algebraica,

podemos escribir un bloque arbitrario de la gran matriz (excepto el central) en la
forma:

5[y4]j
5[y1]j+1
5[Z/2]j+1
5[2/3]j+1

Vs Yy e 0lyalj+1
U4j+1 ‘/zlj‘Fl W4j+1 5}? (3 11)
Usjro Vajro Wijyo ] ’ '

Usjrz Vajys Wijss
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donde j = 2,..., N —2. Ahora, los coeficientes de los vectores U,, V, W, pueden ser
evaluados resolviendo el sistema

[ o e il e L g - 7]
Lodlyilj+r Oly2ljtr  Olysljt U Vi Wi 0lyal;+1 1 1
j_0Gy, oGy 4G A e _ 06 g g

R Bl Ol sl || Yge Ve Waeo | ) Ty TP T2 g )
ag oGy oGy, 0G), U 442 V4j 12 W4j 4o _0GY, . /Bj B 7] ’
Oyilj+1  Oly2lj+1  Olyslj+1 Uss Ves Wi Olyalj+1 3 3
j oG, oG oG 4j+3 V4543 4543 _0Gy . /Bj . *y]
X Byl Blelier Olysli+r A L Olyali+a 4 4
donde las cantidades of, 57, ~/ estan definidas como
% = g T Ussop T o Use g T Unggp
go= %% Loy, 2% Loy, 2 oy, 90
Y 473 Byl 472 Byl 41 Blysl;? (3.13)
i - ad! -0 e
%= G + Wis ml;, T Wij—2 ;T Wij [val; -
coni=1,234.
Finalmente, en el punto central del modelo, tenemos j = N — 1 en la Ecuacion
Eq. (3.6) y m = 1,2 en (3.7). Es facil mostrar que el dltimo bloque de la gran
matriz puede ser escrito como
[ aN_l 6Gf”1 BGf[’l 6Gf’_1 BGf[’l N—1 ]
1 d 3 d 3 1 - . - N-1 -
N ol R R B
2 By Ol Olgln  Oualn 2 o[yl —%

—1 8GY~! gt g agN? N-1 5[y ]N _val
9B Dy Oy gy Oy 13 : 2 = 3 | -(3.14)
GN-1 0GY L aGit Gt aGh Tt v 6[ys|w —74

4 d 3 3 3 4

0 B%]IN 6%’3J1N aglgjl}v a([;léle % 5[%\]]\[ _gl

O gJCIJQN glé]zN g/SJQN %lgzN @ B - B Y2
i yiln ~ 9ly2ln  Oysly  Olyaln oA

En este caso las cantidades ozZN - BiN - %N ~! son evaluadas a partir de las Ecua-

ciones (3.13) en j = N — 1.

Notemos que la Ecuacién (3.14) puede ser resuelta con el objeto de obtener
las correcciones para las autofunciones yi, y2, y3 v %4 en el punto central de la
grilla, y para el autovalor \. También, ndtese que la correccién en la autofuncion
y4 correspondiente al punto inmediatamente externo de la malla es obtenido. Esta
correccién, digamos 0[y4]n 1, sirve como “acoplamiemto” entre los puntos N y N—1.
En efecto, podemos usar la Ecuacién (3.11) con j = N — 2 para obtener el resto de
las correcciones correspondientes a las autofunciones en el punto N — 1 de la grilla.
A continuacién, el empleo de este procedimiento para sucesivos valores decrecientes
de j (en Ecuacién 3.11) usando 6[ys];+1 como acoplamiento entre las cantidades
correspondientes a puntos consecutivos, asi como también la Ecuacién (3.9), conduce
a encontrar las correcciones para el autovalor y las autofunciones para el modelo
completo. Estas correcciones son aplicadas a la soluciéon inicial y el algoritmo es
empleado iterativamente hasta el estado en el cual todas las correcciones (el valor
absoluto de ellas) son menores que algiin valor previamente adoptado. En este punto,
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el set completo de ecuaciones en diferencia representando las ecuaciones diferenciales
(A.52-A.55) ha sido resuelto.

Con el objeto de encontrar una primer aproximacion a las autofunciones y el
autovalor de un modo, hemos aplicado el método del discriminante presentado en
Unno et al. (1989). Especificamente, la expresién adoptada como discriminante es
D(w?) = (£+1) [ys]1 + [ya]:- Nétese que D(w?) = 0 corresponde exactamente a la
segunda de las condiciones de borde externas (3.3). Referimos al lector al libro de
Unno et al. (1989) para mas detalles.

Obviamente, para aplicar esta técnica necesitamos definir una grilla con una
distribucién apropiada de puntos, y para esto hemos empleado un procedimiento
simple. Como una primer aproximacién a la solucién de las ecuaciones de pul-
sacion, calculamos las autofunciones y el autovalor tomando la grilla de puntos en
la cual estd definido el modelo en equilibrio. Después de la convergencia, redis-
tribuimos los puntos de la grilla utilizando el mismo criterio usualmente empleado
en evolucién estelar (Kippenhahn, Weigert & Hofmeister 1967): la variacién relativa
de cada autofunciéon dentro de una zona debe ser menor que algin limite de toler-
ancia preestablecido. Si es necesario, nuestro programa agrega o elimina puntos de
la grilla, usando interpolacién spline sobre las cantidades del modelo en equilibrio, e
interpolacion lineal en las autofunciones, ya que éstas son mejoradas posteriormente
en la etapa iterativa.

Los esquemas descriptos han sido programados en lenguaje FORTRAN 77.

3.2 C(Cdbdigo de evoluciéon-pulsacion

Una posible forma de calcular modos de oscilacién en modelos evolutivos es primero
calcular tales estructuras con un cédigo evolutivo y luego elegir un subconjunto
de tales modelos (usualmente correspondientes a un intervalo en T, predetermi-
nado) para analizarlos pulsacionalmente. Este procedimiento ha sido empleado en
la mayoria de los estudios de pulsaciones adiabaticas en enanas blancas (ver, por
ejemplo, Tassoul, Fontaine & Winget 1990, Bradley 1996, Brassard et al. 1992a,
1992b) hasta el presente.

Aqui presentamos una manera alternativa para calcular modos no-radiales en
secuencias evolutivas. La idea bésica es muy simple: si el paso de tiempo en la
secuencia evolutiva es suficientemente pequeiio, los autovalores y autofunciones co-
rrespondientes a un dado modelo deberian ser muy similares a quellos correspondi-
entes al modelo previo. Entonces, si acoplamos el cédigo de pulsaciones al cédigo
evolutivo, es posible evitar el barrido en w? para cada modelo: la bisqueda de modos
es realizada una sola vez, para el primer modelo dentro del intervalo relevante en Teg.
Los modos son calculados y almacenados y sirven como solucion inicial aproximada
para el siguiente modelo. De esta forma es posible economizar tiempo de CPU, y
(mas importante aiin) es posible seguir los cambios en el espectro de pulsaciones
debido a la evolucion de la estructura estelar en forma continua.

3.2.1 Funcionamiento del cddigo de evolucion-pulsacion

A continuacién describimos cémo nuestros codigo de pulsacion y evolucién funcio-
nan juntos. En primer lugar, un intervalo en T.g es elegido, asi como también la
ventana en frecuencias a ser barrida. El codigo evolutivo calcula los modelos hasta
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CcODIGO DE
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Generamodelo _ CcODIGO DE
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At (modelo 1) modelo 1
|
Y
CcODIGO DE
EVOLUCION
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Figura 3.1: Diagrama esquemdtico ilustrando el funcionamiento conjunto de los cédigos
de evolucién y pulsacién. Nétese que la blsqueda de modos es llevada a cabo sélo en el
primer modelo del intervalo de interés en Teg (“modelo evolutivo 1"). A partir de ahi los
modos encontrados van siendo gradualmente recalculados para los modelos posteriores de
la secuencia, empleando en cada oportunidad los modos del modelo anterior como solucién
inicial a los del modelo actual. La dnica condicién requerida es que el paso de tiempo evolutivo
adoptado (At) sea lo suficientemente pequefio de forma tal que la solucién correspondiente a
modelos consecutivos no difiera notablemente.
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el momento en que el borde caliente del intervalo en Ty¢ es alcanzado. Entonces el
programa llama a la rutina que busca los modos y comienza a barrer el intervalo en
frecuencias, en la forma descripta en la Seccién anterior (método del discriminante).
Cuando un modo es encontrado, el programa genera una solucién aproximada para
yiii=1,---,4y w? la cual es entonces mejorada iterativamente. La calidad de esta
solucién es evaluada, y si es necesario, los puntos de la malla son redistribuidos como
fue descripto en la Seccién anterior, y luego iterada hasta la convergencia. Antes
de mejorar la solucién, los modos han sido almacenados sobre la malla original en
un bloque common, con el objeto de ser empleados como una soluciéon aproximada
para el siguiente modelo estelar de la secuencia. Una vez que el cdlculo del modo es
terminado, el programa comienza a buscar modos nuevamente, y el procedimiento
es repetido hasta que la ventana de frecuencias esté completamente barrida. De
esta forma el programa ha terminado de calcular todos los modos correspondientes
al intervalo de frecuencias para el primer modelo correspondiente al intervalo en Tog
y cada uno de los modos estd ahora almacenado en la memoria de la computadora.
A continuacién el cédigo evolutivo genera el siguiente modelo estelar y el programa
llama a la rutina de pulsaciones, pero esta vez la busqueda de modos no es realizada.
En vez de esto, los modos almacenados (autovalores y autofunciones de cada modo)
son tomados como entrada al esquema Newton-Rhapson para aproximar los modos
del presente modelo estelar. Luego la solucién es mejorada con el procedimiento
descripto. El proceso completo es repetido automaticamente para todos los modelos
evolutivos dentro del intervalo en 7T,g. Cuando el modelo estelar se torna mas frio
que el minimo del intervalo en T,g, el calculo es terminado.

En términos de CPU, una gran fracccién del tiempo de cdlculo es invertido en
la bisqueda de los modos, pero este paso es ejecutado una sola vez. El proceso de
relajacion y mejoramiento de los modos es mucho més réapido, y el cdlculo de cada
modelo estelar es casi instantaneo.

En la figura 3.1 proporcionamos un diagrama esquemético ilustrando la forma
en que opera nuestro cédigo de evolucién-pulsacion.

3.3 Tests

3.3.1 Oscilaciones no-radiales en Politropas

Como un primer test, hemos aplicado nuestro cédigo de pulsaciones al caso bien
documentado de las pulsaciones no-radiales en esferas politréopicas. Esta eleccion
es adecuada para nuestros propositos, debido a que la estructura politrépica puede
calcularse con mucha precision. De esta forma, podemos aislar las inexactitudes
propias del calculo de pulsaciones, que son las que nos interesa evaluar. En particular
hemos calculado modos p, g y f de politropas con indices n = 1.5,2,2.5,3,3.5y 4
para los casos ¢ = 2,3 y 4.

En el caso de las politropas, los coeficientes de las ecuaciones diferenciales que
dependen del modelo en equilibrio (Ecuaciones A.56-A.59 del Apéndice A) adoptan
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una forma muy simple:

= _r¢"

V= _n_Jrlr_qi’

c - g ? (3.15)
* — (ntl re’

A* = (jnrl n) 5

En nuestros calculos consideramos I'y = 5/3. La funcién ¢ satisface la ecuacién
de Lane-Emden (ver, por ejemplo, Chandrasekhar 1939), y satisface las siguientes
condiciones de borde en el centro:

p=1  ¢'=0, (3.16)
y en la superficie:
¢ =0. (3.17)

La estructura politropica ha sido integrada por medio de una técnica Runge-
Kutta (Press et al. 1992).

Para buscar los modos hemos calculado el discriminante D(w?) en la forma des-
cripta antes. En el caso de D(w?) = 0 estamos ante la presencia de un modo.
En la prictica, cuando para dos valores consecutivos de w? el discriminante D(w?)
cambia su signo, por medio de una interpolacién lineal obtenemos una excelente
aproximacion inicial para la autofrecuencia exacta.

Para comparar nuestros autovalores con aquellos disponibles en la literatura
hemos empleado el trabajo de Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994) en el cual se
presentan tablas de autovalores muy precisos para una variedad de esferas politrépicas.
Para tal fin hemos graficado en la Figura 3.2 la diferencia relativa (w?—w2,_p)/w2i_p
para los casos de modos p paran = 1.5,3y £ = 2,3, modos g paran =3y { = 2,3, 4,
y también para modos p paran =4y ¢ =2, 3.

La comparacién indica que cuanto mayor es el orden radial del modo mayor
es la diferencia relativa con respecto a los resultados de Christensen-Dalsgaard &
Mullan (1994), sin dependencia apreciable con el valor de ¢. Las diferencias relativas
encontradas en los autovalores son 4 x 10~%, excepto en el caso de n = 3 para
los modos g, en el cual las diferencias son 2 x 107%. Dado que los calculos de
Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994) tienen una precisién de ~ 1078, concluimos
que nuestro programa es capaz de calcular los autovalores de politropas con una
precisién de ~ 1073.

En las Tablas D.1 a D.6 del Apéndice D presentamos autovalores de politropas
conn =1.5,2,2.5,3,3.5y 4 para modos p, gy f en los casos £ = 2,3 y 4.

3.3.2 Oscilaciones no-radiales en enanas blancas de helio -
Comportamiento asintético

Con el objeto de investigar el comportamiento del cédigo de pulsaciones cuando éste
es aplicado a modelos estelares realistas, en esta seccion consideraremos el calculos
de modos g en modelos evolutivos de enanas blancas de helio de baja masa. El
principal motivo para evaluar el funcionamiento del cédigo en estos modelos es que
son estructuras quimicamente homogéneas, y como tales, los periodos de oscilacion de
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Figura 3.2: Diferencias relativas (en valor absoluto) del cuadrado de la autofrecuencia en-
tre nuestros resultados y los cdlculos de Christensen-Dalsgaard & Mullan (1994). Los casos
mostrados son para politropas con n = 1.5,3 y 4, con £ = 2 (circulos), £ = 3 (cuadrados)
y £ = 4 (tridangulos). Con propésitos de claridad, los puntos correspondientes a modos del
mismo grado £ estdn conectados con lineas. Nétese que las diferencias relativas entre ambos
conjuntos de célculos son mayores cuanto mayor es el orden k del modo (esto es, cuando las
autofunciones son mas fuertemente oscilantes).

los modos g deben estar igualmente espaciados en el limite de alto orden &, como es
predicho por la teorfa asintética (ver Seccién 1.2.3 y Seccién 1.4.4 de la Introduccién
). Asi, los célculos de modos g en este tipo de modelos nos proporciona la posibilidad
de comprobar esta predicciéon. Por otra parte, dado que hasta el momento no hay
ningin estudio disponible en la literatura sobre las propiedades de pulsaciéon de
enanas blancas compuestas puramente de helio, la inica manera que tenemos de de
evaluar nuestros resultados es a través de la teoria asintética.

Especificamente, hemos llevado a cabo nuestros calculos de pulsacién en mod-
elos con masa M, = 0.3Mg, en el rango 5000 < T < 25000 K. La secuencia
completa comprende 216 modelos analizados. La conveccion, presente en las capas
externas de nuestros modelos, es tratada empleando la version ML3 de la MLT (ver
Tassoul, Fontaine & Winget 1990). Para los célculos hemos empleado el cédigo de
evolucion acoplado al de pulsacién, como fue descripto en la Seccion 3.2. Ya que
nuestro interés aqui es evaluar el funcionamiento del cédigo de pulsacién a través
del comportamiento asintotico de los periodos, hemos calculado para cada modelo
modos g para £ = 1,2 y 3 con orden radial alcanzando valores suficientemente altos
(k = 1 hasta k = 50) como para poder comparar con la prediccién teérica de Tassoul

(1980).
Para cada modo calculado, las cantidades de interés son el periodo P, las aut-
ofunciones y;;i = 1,---,4 (ver Apéndice A para su definicién) y la energia cinética

de oscilacién, (Fyin)k, dada por

1 1
(Exin)k = E(GM*Rf)w,%/ z2p ley% + 22
0

e+1)
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También calculamos para cada modo la funcién de peso, w f, dada por

Z.ZPZ

U

1
wf = @GR (4 4V, o — o)’ — LU+ Vs +wl|  (319)
y el perfodo variacional, P}, definido como (ver Kawaler, Hansen & Winget 1985
para detalles acerca de la importancia de esta cantidad)

871'2 (Ekin)llc/Q

P ' 2d o 3.20
EEVEM, T w [ s 2 3:20)

Las cantidades V,, U, C; y A* son adimensionales, y estdn definidas por las Ecua-
ciones (A.56) a (A.59) del Apéndice A. La funcién de peso proporciona la localizacién
de las zonas del modelo que mayormente contribuyen a la formacién del periodo de
un dado modo de pulsacién, y ha sido empleada por numerosos autores en estudios
de estrellas pulsantes en general (Epstein 1950, Goossens & Smeyers 1974, Schwank
1976), y en el contexto de enanas blancas pulsantes en particular (Kawaler, Hansen
& Winget 1985, Brassard et al. 1992ab). En nuestro caso empleamos la funcién
de peso normalizada, esto es wf/(wf)max, con lo cual esta funcién adopta valores
entre 0 y 1. Finalmente, para cada modelo obtenemos el espaciamiento asintético de
periodos, AP{, definido por las Ecuaciones (1.8) y (1.9). De la misma manera que
en Tassoul, Fontaine & Winget (1990), para calcular Py (Ecuacién 1.9) hemos igno-
rado la presencia de una zona convectiva externa, integrando desde el centro hasta
la superficie del modelo pero fijando N = 0 en la zona convectiva donde N? < 0.
Con esta aproximacién estamos sobreestimando el valor de AP/, pero debido a que
el espesor (en la coordenada r) de la zona convectiva externa es muy pequeno, esta
es una muy buena aproximacion.

Los resultados obtenidos para £ = 1,2,3 son cualitativamente muy similares.
Aunque no han sido observadas pulsaciones en enanas blancas de helio, en otras
clases de enanas blancas pulsantes (DAVs, DBVs y pre-enanas blancas variables)
los modos con ¢ = 1 son los que mayormente se observan, por lo cual aqui nos
concentraremos en los resultados para ¢ = 1. En la Figura 3.3 hemos graficado
la autofuncién y; para los modos gi, ---, g5 con ¢ = 1,2, para un modelo con
Ter = 11900 K. En esta figura hemos empleado la coordenada radial = = r/R, con
el propésito de mostrar claramente las autofunciones en el centro del modelo. A
partir de la figura es evidente que y; tiene grandes amplitudes en toda la estrella,
pero especialmente en el nicleo. Este rasgo es mas pronunciado a medida que
examinamos modos con k£ cada vez mayor. Esto constituye una gran diferencia en
el comportamiento de y; en comparacion con el caso de las DAVs y las DBVs. En
modelos de ese tipo de enanas blancas pulsantes y; tiene amplitudes centrales bajas
(ver, por ejemplo, las Figuras 14a y 16a of Brassard et al. 1992b, en el caso de un
modelo de enana blanca DA de 0.6M,).

En la Figura 3.4 mostramos la funcién de peso normalizada (wf) para los mo-
dos g1, --,g5 (£ = 1) del mismo modelo que en Figura 3.3. El grafico indica que la
regiones de formacion de periodos estan localizadas principalmente en las regiones
externas de la estrella, donde wf es grande. Sin embargo, hay importantes con-
tribuciones de las regiones centrales entre 0.1 < x < 0.7, y este comportamiento es
algo diferente al de las funciones de peso de correspondientes al caso de las DAVs y
DBVs, en las cuales w f s6lo muestra valores apreciables en la envoltura estelar (ver
Figuras 15 y 17 of Brassard et al. 1992b).
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Y1

Y1

Figura 3.3: a. La autofuncién y; para los modos gi, --+, g5 con £ = 1, correspondientes a
un modelo de enana blanca de 0.3 M, de helio puro con Teg = 11900 K. Nétese las grandes
amplitudes de tales modos en el niicleo estelar. b. Igual que para el panel a., pero para el
caso £ = 2.

Figura 3.4: La funcién de peso normalizada (wf) correspondiente a los mismos modos
incluidos en Figura 3.3a.
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Figura 3.5: a. Periodos de modes dipolares (£ = 1) con orden radial desde k¥ = 1 hasta
k = 56 y b. el espaciamiento asintético de periodos APL;A predicho por la teoria de Tassoul
(1980) en funcién de la temperatura efectiva. Nétese que lo periodos de los modos de alto
orden tienen un comportamiento muy similar comparados con APf durante el enfriamiento
de la enana blanca.

A continuacién discutiremos los resultados concernientes a periodos y energias
cinéticas. Los periodos calculados muestran el comportamiento esperado en los
modos g, con valores crecientes con el orden radial k. Dado que nuestros calculos
cubren un amplio rango en T,g, es posible inferir la dependencia de los periodos con
la temperatura efectiva durante el enfriamiento de la enana blanca. Es importante
mencionar que hemos calculado la frecuencia de Brunt-Vaisala como en Tassoul,
Fontaine & Winget (1990), en vez de usar su definicién (Ecuacién A.43 del Apéndice
A). Hemos encontrado que la frecuencia de Brunt-Vaisila decrece a medida que el
modelo se enfria, un rasgo que es muy pronunciado en el niicleo. Esto es debido al
aumento de la degeneracién en esa regién, lo cual provoca un mayor desacoplamiemto
entre la presion y la temperatura. Como consecuencia del decrecimiento en N los
periodos se incrementan monétonamente, cosa que es muy clara a partir de la Figura
3.5.

Consideremos ahora que sucede con la energia cinética de oscilacién (FEyi,)x de
los modos. Hemos encontrado que, como es esperable en una estrella quimicamente
homogénea, (Exin)r es una funcién suave de k, y asi del periodo. En la Figura 3.6
mostramos 1og(Fyin)x en funcién de T.g para los modelos incluidos en Figura 3.5.
Para los modelos méas calientes es claro que los modos mas energéticos son los de
bajo orden, debido a que ellos penetran hasta regiones muy profundas de la estrella,
donde la densidad es alta. Sin embargo, cuando T,g cae por debajo de ~ 20000 K la
energia de los modos de alto orden (los cuales estan concentrados principalmente en
la envoltura externa de la estrella) se incrementa fuertemente. La explicacién a este
efecto (ver Brassard et al. 1992b en el contexto de una enana blanca DA) reside en el
hecho de que a tal valor de T.¢ la zona convectiva externa de la estrella subitamente
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Figura 3.6: La energia cinética en funcién de la temperatura efectiva para los mismos modos
con £ = 1 incluidos en la Figura 3.5. La unidad de (Fyi,)x es ergios. La condicién de
normalizacién adoptada es y; = 1 en la superficie del modelo.

se ensancha. Los modos de alto orden que oscilan en la envoltura son afectados
gradualmente por la presencia de la conveccion a medida que la estrella se enfria.
Dado que en regiones convectivas los modos g se tornan evanescentes, tales modos
son forzados a tener mayores amplitudes en las regiones inmediatamente por debajo
de la zona convectiva, donde la densidad es mayor. Dado que la energia cinética es
proporcional a la integral del cuadrado del desplazamiento, pesada por p (Ecuacién
3.18), estos modos oscilan con mayores energias. En contraste con los modos de alto
orden, los modos de bajo orden son practicamente insensibles al ensanchamiento de
la zona convectiva externa.

Ahora discutiremos el espaciamiento de periodos de orden radial consecutivo.
Hasta el momento no existe en la literatura ningin estudio dedicado a pulsaciones
no-radiales en enanas blancas de helio. Por este motivo no podemos hacer ninguna
evaluacién directa de nuestros resultados. Sin embargo podemos tener una buena
idea del funcionamiento de nuestro cédigo examinando el espaciamiento de periodos
consecutivos y corroborando que exhiben el comportamiento predicho por la teoria
asintética (Ecuacién 1.5 y también Ecuaciones 1.8 y 1.9). En la Figura 3.7 mostramos
el espaciamiento de periodos hacia adelante, AP, = P,y — Py vs. el orden radial &
para modelos con T = 13225,11829 y 9412 K. Como referencia también incluimos
en la figura el correspondiente espaciamiento asintético predicho por la teoria de
Tassoul (1980). A partir de la Figura 3.7 es claro que el comportamiento de la
solucién numérica es el correcto.

Con el fin de obtener una estimacién de la exactitud de nuestros resultados,
hemos calculado los periodos variacionales para cada modo segiin Ecuacién (3.20).
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Figura 3.7: Espaciamiento de periodos hacia adelante (AP) vs. orden radial, para modos
con £ = 2 para tres modelos con diferentes valores de Te. Los simbolos correspondientes
a modos de la misma T.g estdn conectados por claridad. Lineas horizontales corresponden
al valor del espaciamiento asintético de periodos en cada temperatura efectiva de acuerdo a
Tassoul (1980).

La comparacion de los periodos numéricos y variacionales para los valores de /
considerados aqui d4 una diferencia menor que ~ 1% en modos de bajo k, mientras
que para k mas altos la diferencia es significativamente mas pequena.

3.3.3 Oscilaciones no-radiales en enanas blancas DA (WDEC)

Finalmente, comentaremos brevemente aqui que hemos evaluado el funcionamiento
de nuestro cédigo corriendo este sobre modelos para los cuales los modos de os-
cilacién fueron previamente calculados con otro cédigo de pulsacién (Bradley 2000,
comunicacién privada). Especificamente, hemos empleado para tal test dos modelos
de enanas blancas DA (ntcleo de carbono-oxigeno y atmésfera de hidrégeno) de 0.5
Mg y 0.85 My, calculados con el White Dwarf Evolutionary Code (WDEC; Bradley
1996) para los cuales sus propiedades pulsacionales fueron previamente analizadas
(Bradley 1996). Para estos modelos, My /M, = 10~* y My./M, = 10~% y la tem-
peratura efectiva es de T ~ 12500 K. Este test resulta muy valioso dado que las
posibles diferencias en los periodos de oscilacién son debidas exclusivamente al em-
pleo de diferentes cédigos de pulsacion. Considerando una gran cantidad de modos
con periodos entre 100 y 1200 seg, hemos encontrado los resultados que figuran
en la Tabla 3.1. Asi, juzgamos que nuestro cédigo produce resultados suficiente-
mente exactos para nuestros propoésitos aun en modelos realistas de enanas blancas
estratificadas.



52

Tabla 3.1: Diferencias promedio (|P, — PZ|/PE) (%)

(=1 (=2 £=3
M, =0.5Mg 0.011 0.021 0.047
M, = 0.85M 0.013 0.020 0.029

3.4 Aplicacién: la DAV G117-B15A y la masa de
los axiones

En recientes afios, argumentos astrofisicos y cosmolégicos junto con observaciones se
han convertido en herramientas valiosas para obtener informaciéon empirica acerca
de particulas elementales existentes (o atin hipotéticas) (Raffelt 2000). Esto se debe
a que el medio denso de los interiores estelares constituye una potente fuente de
particulas débilmente interactuantes de baja masa. Ya que estas particulas subse-
cuentemente escapan del interior de la estrella, esto constituye un mecanismo extra
de pérdida de energia, modificando la evolucién estelar, y asi permitiendo una com-
paracién con las observaciones. Esto es 1til debido a que diferentes teorias fisicas
no-estandard dejan abierta la posibilidad de que varias particulas “exéticas” puedan
existir. Ademas, para varias de estas particulas no existen ain experimentos de lab-
oratorio capaces de imponer restricciones sobre su existencia. Entre otras particulas
débilmente interactuantes, los aziones son los candidatos mas promisorios como ma-
teria oscura no-bariénica (ver el articulo de revisién de Raffelt 2000). Los axiones
fueron propuestos hace més de 20 anos por Peccei & Quinn (1977), y tienen una
pequefa masa de m,, = 0.60eV 107 (GeV/f,), donde f, es la denominada escala
de Peccei-Quinn. La fenomenologia de los axiones estd determinada sélo por este
nimero. Hay dos tipos de modelos de axiones: KVSZ (Kim 1979) y DFSZ (Dine et
al. 1981).

Ninguna de las teorias acerca de los axiones proporciona el valor de la cantidad f,,
y asi, los limites a la masa de los axiones deberian ser obtenidos experimentalmente.
Sin embargo los experimentos con aceleradores de particulas han fallado, y algunos
tipos de estrellas y en particular el sol han comenzado a ser utilizados para fijar
la masa de estas particulas. Los limites a la masa de los axiones provienen de
argumentos astrofisicos y el valor resulta estar entre 1072 y 10~° eV. La mayoria
de los limites astrofisicos provienen de la interaccién de los axiones con fotones
(a través de la conversién Primakov: 7 <> a en el campo eléctrico de electrones
y nicleos), con electrones (a través de procesos Compton: v +e — e +ay
procesos Bremsstrahlung: e~ + (A4,Z) — e~ + (A, Z) + a) o con nucleones. En el
modelo DFSZ el acoplamiento de los axiones con los electrones es definida usando
una constante de acoplamiento adimensional g,e = 2.83 X 10~ ''m,,/ cos? 3, donde
cos 3 es un parametro que usualmente es fijado en la unidad.

Recientemente, Dominguez, Straniero & Isern (1999) han estudiado estrellas
de la AGB y han concluido que las caracteristicas de los pulsos térmicos después
del agotamiento del He en el niicleo son modificadas por la inclusién de emisiéon
de axiones, y que la masa del nicleo degenerado de carbono-oxigeno es mucho més
baja cuando la emision de axiones es tomada en cuenta. Las estrellas de la AGB son
los progenitores de las enanas blancas, por lo cual las enanas blancas son excelentes
candidatos para verificar la existencia de los axiones (Raffelt 1996). Otra razén
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importante para esto es la relativa simplicidad de la fisica que gobierna la evolucién
de las enanas blancas, lo cual permite obtener modelos muy detallados que pueden
satisfactoriamente ser comparados con sus propiedades observadas. Como hemos
visto en la Introduccion, existe una clase especifica de enanas blancas denominadas
estrellas ZZ Ceti o DAVs, con envolturas ricas en hidrégeno, las cuales muestran
variaciones multiperidédicas en sus curvas de luz. El objeto G117-B15A pertenece a
esta clase de estrellas, con periodos observados de 215.2, 271 y 304.4 seg junto con
armonicos y combinaciones lineales de estos periodos, siendo el modo dominante
el correspondiente al periodo de 215.2 seg. Como hemos mencionado antes, las
variaciones en luminosidad son debidas a pulsaciones no-radiales en modos g. Para
G117-B15A se ha podido medir el rate de cambio del periodo dominante, con un valor
de P = (2.3+£1.4) x 10 ¥ss! (Kepler et al. 2000). El rate de cambio del perfodos
estd intimamente relacionado con la escala de tiempo de enfriamiento, la cual puede
ser calculada con mucha exactitud: esto ofrece una oportunidad tnica de detectar
cualquier pérdida adicional de energia. Con este razonamiento, Isern, Hernanz &
Garcia-Berro (1992) derivaron un limite superior para la masa de los axiones de 8.7
meV* usando un modelo simplificado y comparando el rate de cambio observado y
calculado del modo con periodo 215.2 seg.

En este Capitulo usaremos las caracteristicas observacionales de la enana blanca
pulsante G117-B15A para obtener un limite superior para la masa de los axiones.

3.4.1 Meétodo de calculo

Con el objeto de calcular los modos ¢ de los modelos de enanas blancas hemos em-
pleado el cédigo de evolucién-pulsacién descripto en la Seccién 3.2 de este Capitulo.
Para una descripcién de los ingredientes fisicos incluidos en el cédigo evolutivo refe-
rimos al lector al Capitulo 2 y a Benvenuto & Althaus (1998).

Como mencionamos antes, una importante cantidad involucrada en el céalculo
del espectro pulsacional de modos g, es la llamada frecuencia de Brunt-Vaisila. En
vez de calcular esta frecuencia a partir de su definicién (Ecuacién A.43 del Apéndice
A), aqui usaremos la expresién dada en Brassard et al. (1991) con el fin de evitar
ruidos numéricos:

2
N? = 97’0 i‘(—T (Vaa — V + B). (3.21)
p

donde x denota la derivada parcial logaritmica de la presién con respecto a 17" o p,
respectivamente, y B es el denominado “término de Ledoux”, y estda dado por

1 "2 dInX;

B:__ZXX

xt =" dnp

(3.22)

donde X; es la fraccion de masa de atomos de la especie 7, n es el nimero total de
especies consideradas, y

( Olnp >
XX; = .
dln X; T X}

4mili electrén volt.

(3.23)
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Figura 3.8: Los periodos de los modos dipolares (£ = 1) k = 1,2,3, y 4 para un modelo
de 0.50 My a Teg = 11620 K como una funcién de la fraccién de masa de hidrégeno.
El resto de los perfiles quimicos corresponden al mejor ajuste obtenido (ver el texto para
detalles). Los puntos corresponden a los modelos calculados, mientras que las lineas de trazos
representan los periodos de oscilacién observados en G117-B15A. En este caso, con una masa
estelar considerablemente baja, el mejor ajuste corresponde a los modos £k = 1, 2, y 3 con
log My /M, = —6.6.

Con el objeto de calcular los efectos de la emisién de axiones, hemos incorporado
en el codigo evolutivo los rates de emisién de axiones de Nakagawa, Kohyama &
Itoh (1988). La emisién de axiones produce una pérdida de energia suplementaria
a la que normalmente es considerada en la teoria estandard de evolucion de enanas
blancas. En consecuencia, la emision de axiones acelera el enfriamiento de la enana
blanca. Tal aceleracién de la evolucién tiene una consecuencia directa sobre las
propiedades pulsacionales del objeto, produciendo un valor realzado del rate de
cambio de perfodos, P (Isern et al. 1992). Por supuesto, debido a este mecanismo
extra de enfriamiento, la estructura misma de la enana blanca es también afectada,
pero en una manera tal que, como veremos mas adelante, a una dado valor de T,g
corresponde un periodo P que es independiente del valor exacto de las pérdidas
de energia por axiones. Este hecho afortunado nos permitird identificar una tnica
estructura representativa para G117-B15A independiente de los rates de emisién de
axiones, y esto simplificard mucho el analisis.

3.4.2 Caracteristicas observacionales de G117-B15A

G117-B15A es una estrella enana blanca DA tipica; su cardcter variable fue descu-
bierto por McGraw & Robinson (1976) y desde entonces esta estrella variable ha sido
monitoreada en forma continua. La masa y temperatura efectiva de G117-B15A han
sido determinadas espectroscépicamente: M, = 0.59My y Teg = 11620 K (Bergeron
et al. 1995). En un estudio mds reciente, Koester & Allard (2000) han sugerido
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Figura 3.9: lgual que en la Figura 3.8, pero para el caso de un modelo de 0.55 M. En este
caso, el mejor ajuste a las observaciones se encuentra para k = 2, 3, 4 y log My /M, = —4.0.
Como este es el mejor ajuste que hemos encontrado con las observaciones, nos referiremos a
este como el modelo fiducial. Otro ajuste aceptable es obtenido con k =1, 2, 3y log My /M, =
—T7.0 pero las diferencias entre los valores observados y calculados son mayores que en el caso
previamente mencionado.

un valor algo menor para la masa, de 0.53 M. Los periodos independientes obser-
vados son de 215.2, 271 y 304.4 seg (Kepler et al. 1982). Para el modo de 215.2
seg, Kepler at al. (2000) han medido el valor del rate de cambio del periodo, siendo
P=(23+14)x 10 Bss",

Un importante aspecto es la identificacion de modos, es decir, la asignacion de
los valores de £ y k para los periodos observados. Robinson et al. (1995) encuentran
que el periodo de 215.2 seg corresponde a un modo con ¢ = 1. Siguiendo el trabajo
de Bradley (1998b) nosotros consideraremos que los otros dos periodos de G117-
B15A también corresponden a ¢ = 1 (Brassard et al. 1993; Fontaine & Brassard
1994), y también que los otros periodos presentes en la curva de luz de la estrella no
son modos reales sin6 debidos a efectos no-lineales en la envoltura (Brassard et al.
1993). Con respecto al orden radial de los modos, hay dos posibles identificaciones:
los periodos observados son dipolares (£ = 1) con k = 2 (215.2 seg), k = 3 (271 seg)
y k =4 (304.4 seg) (Clemens 1993), o bien con k =1 (215.2 seg), k = 2 (271 seg)
y k = 3 (304.4 seg) (Fontaine, Brassard & Wesemael 1994). Como veremos en la
siguiente Seccién, nuestro mejor ajuste a las observaciones estd en acuerdo con la
identificacién de Clemens (1993).

3.4.3 Estructura de G117-B15A y la identificacion de modos

Para nuestros calculos adoptaremos los perfiles quimicos internos de carbono-oxigeno
de Salaris et al. (1997). Estos perfiles permanecerdn fijos (a menos que se indique lo
contrario). Sin embargo, con el objeto de ajustar las propiedades pulsacionales de
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nuestros modelos al comportamiento observado en G117-B15A, consideraremos el
espesor de la envolturas de hidrégeno y helio como parametros libres. Esto responde
al hecho de que el espesor de la capa de hidrogeno depende del momento exacto en
el cual el progenitor de la enana blanca se aparta de la fase de pulsos térmicos en la
AGB a través de la accién de pérdida de masa (ver, por ejemplo, Iben 1984). Otro
importante factor es la pendiente de los perfiles quimicos de las capas externas,
en particular en las interfases de helio-hidrégeno y carbono-helio. La forma de
estas transiciones de composicion quimica tienen una importante influencia sobre
las propiedades pulsacionales de las enanas blancas DA, a través del término B de
Ledoux de la frecuencia de Brunt-Vaisila, y esto puede conducir consecuentemente
al efecto de mode trapping (ver Brassard et al. 1992ab y el Capitulo 6 de esta Tesis).
Aqui adoptaremos formas Gaussianas para las interfases quimicas con el objeto de
simplificar los cdlculos.

Para nuestros propésitos aqui, hemos buscado un modelo de enana blanca con la
temperatura efectiva y masa observadas en G117-B15A que ajuste simultdneamente
los tres periodos observados lo mas cercanamente posible. En la busqueda de ese
modelo hemos considerado los siguientes rangos de masa estelar (dadas las incertezas
de su determinacién observacional), la masa de helio y la masa de hidrégeno:

0.50 < M,/M, < 0.65
-3 S 1Ogj\/[He/jV[* S -2

-8 < log My /M, < —4

También hemos considerado diferentes espesores para las interfases helio-hidrégeno
y carbono-helio. Definiendo la coordenada masa como ¢ = log (1 — M, /M,), y Aq
como el espesor de la interfase, hemos adoptado los siguientes valores razonables:

—0.8 S A(]H,He S —-0.4

—0.8 S Aqu_C S —-0.2

En las Figuras 3.8-3.10 comparamos los periodos teéricos de los modos dipolares
(£ =1) con k=1,2,3, y 4 con aquellos observados en G117-B15A. Para construir
estas figuras hemos considerado modelos con Ty = 11620 K, y previamente ajus-
tado el resto de las caracteristicas a nuestros valores fiduciales (log My./M, = —2,
Aga e = —0.8, y Agge ¢ = —0.4) excepto el rasgo mas critico, esto es, la masa
de la envoltura de hidrégeno. Al calcular estos ajustes no hemos considerado la
emision de axiones. En el caso de modelos de 0.50 M, existe un buen ajuste cor-
respondiente a modos con k = 1, 2, y 3 con log My/M, = —6.6. En el caso de
un modelo de 0.55 M encontramos que el mejor ajuste corresponde a modos con
k=2 3 y4ylogMy/M, = —4.0. Adn hay otro ajuste aceptable para k = 1,
2,y 3y logMy/M, = —7.0, aunque el ajuste previamente mencionado puede ser
considerado sin duda mucho mejor. En el caso de modelos de 0.60 M, no hemos
encontrado ningin ajuste satisfactorio para ninguna de las fracciones de hidrégeno
consideradas. En este punto debemos mencionar que hemos considerado también
el caso de modelos de 0.65 M, (no graficados). Para este elevado valor de la masa
estelar no hemos encontrado ningiin ajuste satisfactorio.
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Figura 3.10: lgual que en la Figura 3.8, pero para el caso de un modelo de 0.60 M,. En este
caso encontramos que las observaciones no son bien ajustadas por ninguna de las fracciones
de hidrégeno consideradas. Esto sugiere, de acuerdo con lo encontrado por otros autores (ver
texto), que la masa de esta estrella es mas baja que el valor considerado en esta figura.

Como hemos explicado antes, otro parametro libre es el espesor de la envoltura
de helio. Aqui hemos explorado la posibilidad de envolturas mas finas de helio
(log Mye/M, < —3.0) para todas las masas consideradas antes. Envolturas de helio
mas gruesas son poco probables, de acuedo a recientes estudios de estrellas de AGB
(Dominguez et al. 1999). En todos los casos los ajustes a las observaciones resultaron
ser inaceptables, y los hemos descartado.

Estos resultados claramente indican que la masa de G117-B15A deberia ser
proxima a 0.55 M y que la fraccion de masa de hidrégeno presente en la estrella
deberia ser cercana a My /M, = 10~%. En efecto, nuestro valor derivado para la
masa estd comprendido entre las determinaciones espectroscépicas de Bergeron et
al. (1995) (0.59 M) y las de Koester & Allard (2000) (0.53 Mg). También es no-
table que nuestro mejor ajuste es muy similar a uno de los presentados por Bradley
(1998b) considerando un modo con ¢ = 1y k = 2 para el periodo de 215.2 seg,
aunque este autor encuentra una masa estelar de ~ 0.60M . También, es notable
que la masa de hidrégeno que hemos encontrado en G117-B15A esta de acuerdo con
las predicciones de la teoria de evolucion estelar.

En resumen, el modelo que provee el mejor ajuste a las observaciones (M, =
0.55My; k = 2, 3, 4; log My/M, = —4.0; log My./M, = —2, Agyg_pe = —0.8,
Yy Agpe_c = —0.4) serd referido como nuestro modelo fiducial. En la Figura 3.11
mostramos los perfiles de composicién quimica del modelo fiducial.

Otro aspecto relevante es estimar cuan cercanos estan nuestros periodos tedricos
y los periodos observados en G117-B15A. Las diferencias entre los periodos teéricos
y los observados son 4.63 seg (para k = 2), 0.58 seg (para k = 3) y 7.26 seg (para
k = 4), dando asi una diferencia promedio de ~ 4 seg, lo cual estd en buen acuerdo
con los resultados de Bradley (1998b). Este es un valor razonable ya que muchos de
los detalles de los célculos de pulsacién pueden influenciar los periodos calculados a
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Figura 3.11: La composicién quimica interna de nuestro modelo fiducial.

un nivel de varios segundos.

A continuacion exploraremos los efectos resultantes de variar las caracteristicas
del modelo manteniendo fijo el perfil fiducial. Restringiremos el analisis al modo ¢ =
1, kK = 2, ya que éste va a ser el modo empleado para obtener la masa de los axiones.
En la Figura 3.12 mostramos el periodo del modo ¢ = 1, k£ = 2 que mejor representa
al periodo observado de 215.2 seg (panel superior) y la derivada temporal del mismo
modo (panel inferior) en términos de la T,¢. Notemos el incremento monétono del
periodo de este modo como consecuencia del enfriamiento de la estrella. Notemos
también que dado que en estos calculos no se ha incluido la emisién de axiones, el
valor teérico de P es un limite inferior. A partir de la Figura 3.12 concluimos que los
errores en la determinacion de Teg no inducen grandes errores ni en la identificacion
del modo ni en el valor calculado de P.

Ahora consideremos modelos con el perfil quimico fiducial y la misma T.g pero
para diferentes masas estelares. En la Figura 3.13 ilustramos P y P como funcién
de la masa. Cuando consideramos valores mayores para la masa, y asi mayores
gravedades, la frecuencia de Brunt-Viisild se incrementa (ver Ecuacién 3.21 ). Como
consecuencia todo el espectro de frecuencias se incrementa, y en consecuencia el
periodo del modo considerado decrece. Al mismo tiempo, cuanto mayor es la masa
estelar menor es la superficie radiante, con lo cual la capacidad calorifica es mayor.
Como estamos a una T, fija, modelos con mayor masa tienen menores luminosidades
y se enfrian mas lentamente con menores valores de P.

Otra posible fuente de incertezas es el rate de la reccién 2C(a,)'®O, que de-
termina la estratificacién dentro del niucleo de carbono-oxigeno de la enana blanca.
Es interesante tener una idea cuantitativa de céomo la incerteza en este rate afec-
taria nuestros resultados. Para tal propdsito, hemos considerado diferentes estrati-
ficaciones internas de carbono-oxigeno manteniendo la misma forma de los perfiles
fiduciales pero con diferentes abuncancias centrales de carbono, X¢, desde X¢ = 0.0
hasta X = 1.0. Tales perfiles son mostrados con lineas de puntos en la Figura 3.14
junto con el perfil fiducial, el cual es mostrado con linea sélida.

En la Figura 3.15 mostramos el periodo del modo ¢ =1, k =2 y su P para un
modelo de enana blanca de 0.55 M y una Teg de 11620 K como funcién de su abun-
dancia central de carbono. Notese que cambiando el perfil de carbono en el niticleo
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Figura 3.12: Panel superior: El periodo del modo £ = 1, k = 2 del modelo fiducial en
funcién de Tig. El intervalo en T ha sido elegido correspondiendo a la temperatura efectiva
de G117-B15A 4200 K. Los puntos corresponden a los modelos calculados. Panel inferior:
igual que en el panel superior, pero para la derivada temporal del periodo.
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Figura 3.13: Panel superior: El periodo del modo ¢ = 1, k = 2 para modelos de enanas
blancas con el perfil fiducial y Teg = 11620 K en funcién de la masa estelar. Los modelos
calculados son mostrados con puntos. Panel inferior: Igual que en el panel superior pero para
la derivada temporal del periodo.
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Figura 3.14: Perfil de la abundancia de carbono en funcién del radio estelar para modelos con
abundancias centrales de carbono de X¢ = 0.0, 0.1, - - -, 1.0. Las lineas de trazos corresponden
a los perfiles escaleados mientras que la linea sélida corresponde al perfil fiducial de carbono.

estelar induce un muy leve cambio de ~ 4% en el periodo del modelo fiducial. El
cambio en el periodo es debido principalmente a la siguiente razén: menores (may-
ores) abundancias centrales de carbono producen abruptas (suaves) pendientes en el
borde externo del niicleo degenerado en la base de la zona de transicién, provocando
diferentes configuraciones de las autofunciones. Esto es importante porque en nue-
stros modelos el modo con P = 215.2 seg tiene grandes amplitudes en tal interfase.
Como consecuencia, cualquier cambio en la estructura de esta interfase afectara la
estructura del modo y asi su perfodo. Con respecto al P, como es esperable, la
mayor abundancia central de carbono conduce a un menor valor de P. Esto se debe
a que la capacidad calorifica por unidad de masa es inversamente proporcional al
nimero atomico promedio: cuanto méas abundante el carbono central respecto del
oxigeno mayor sera la capacidad calorifica, y mas lento el enfriamiento de la estrella.
Esto se traduce en menores valores de P, tal como se aprecia en el panel inferior
de la Figura 3.15. Notemos sin embargo que, alin considerando casos extremos, la
variacién en P es muy modesta: ~ 7%. Asi, nuestros resultados no son severamente
afectados por nuestra eleccién del rate de la reaccién 2C(a, ).

Luego de examinar todas las posibles incertezas debemos justificar la discrepancia
entre el valor medido del rate de cambio del periodo de 215.2 seg, P = (2.3 +1.4) x
10~%ss™!, y su valor calculado para nuestro modelo fiducial, P = 3.9 x 10~ '5ss~L.
De hecho nuestro valor calculado (el cual por otro lado estd en buen acuerdo con
el resultado obtenido por Bradley 1998b) es levemente mayor que la barra de error
lo. La diferencia entre nuestro valor teérico y el valor observado puede deberse al
procedimiento de identificacion de modos y a las determinaciones observacionales
(como la Teg y la masa) de G117-B15A. Otra fuente de incerteza que puede contribuir
a la discrepancia del P es el movimiento propio, el cual puede contribuir al P
observado en Py, = (9.2 £ 0.5) x 107 %55~ (Kepler et al. 2000).
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Figura 3.15: Panel superior: El periodo del modo ¢ = 1, kK = 2 para modelos de enanas
blancas de 0.55 Mg y una Tg of 11620 K en funcién de la abundancia central de carbono.
Las lineas de trazos sefalan la abundancia y el periodo correspondientes al modelo fiducial.
Panel inferior: Igual que en el panel superior, pero para la derivada temporal del periodo.

3.4.4 El efecto de la emision de axiones

En esta seccién vamos a calcular el efecto de la emisién de axiones sobre la escala
de tiempo evolutiva de G117-B15A y sus consecuencias sobre el valor de P para el
modo ¢ = 1, k = 2. Para este propésito hemos calculado un conjunto de secuencias
evolutivas adicionales con diferentes masas de los axiones (cabe aclarar que el rate de
emisién de acciones es proporcional a la masa de los axiones) y considerado las car-
acteristicas pulsacionales en el rango relevante de Teg. Es importante aclarar que en
todos los calculos evolutivos incluyendo la emision de axiones, los efectos transitorios
debidos a la emision de estas particulas ocurrian mucho antes de que los modelos
alcanzaran temperaturas efectivas cercanas a la de G117-B15A. Considerando un
amplio rango en la masa de los axiones, hemos encontrado que los periodos de los
modos £ =1, k = 2, 3, y 4 muestran muy pequenas variaciones. Esto se aprecia en
el panel superior de la Figura 3.16, donde graficamos los periodos de estos modos en
funcién de la masa considerada para los axiones. Esta es una situacion afortunada
que nos permite primero identificar la estructura del modelo fiducial sin axiones y
luego incorporar la emisividad de axiones. Si este no fuese el caso, deberiamos en-
contrar una estructura representativa de G117-B15A por cada valor de la masa de
los axiones, complicando extremadamente el analisis. En contraste con lo que sucede
con los periodos, el valor de P para los tres modos identificados es extremadamente
sensible a la masa de los axiones, como puede apreciarse en el panel inferior de la
Figura 3.16. Por ejemplo, para el modo de 215.2 seg y para el rango de masa de
los axiones considerado aqui (0 < m,y/cos® 3 < 32 meV), P crece por un factor de
aproximadamente 18. El P correspondiente al modo con k£ = 3 es el menor de los
tres modos, lo cual es debido a que este modo estd atrapado en la envoltura externa
de hidrégeno (ver Bradley, Winget & Wood (1992) para una justificacién fisica).
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Figura 3.16: Panel superior: Los periodos de los modos £ = 1, k = 2, 3, y 4 correspondientes
al modelo fiducial a una T de 11620 K en funcién de la masa de los axiones. Nétese que,
a pesar de la aceleracién del proceso de enfriamiento inducido por la emisién de axiones,
el periodo de los modos no cambia significativamente. Panel inferior: lgual que en el panel
superior, pero para el P. Notemos que para altos valores de la masa de los axiones, dado que el
enfriamiento es fuertemente acelerado, el valor de P muestra un crecimiento muy pronunciado.

3.4.5 La masa de los axiones

Finalmente, en la Figura 3.17 mostramos el valor de P del modo ¢ = 1, k = 2 del
modelos fiducial a T,g = 11620 K en funcién de la masa de los axiones. El valor
observacional de Kepler et al. (2000) es también mostrado con una linea de trazos.
También con lineas de trazos son mostrados los errores observacionales a 1oy 20
y el valor de la determinacién previa de P (Kepler et al. 1991). Ahora podemos
encontrar un limite superior a la masa de los axiones imponiendo la condicién de
que el valor de P deberia ser més bajo que el observado mas dos veces la desviacion
estandard, o sea, més bajo que 5.1 x 107*°ss™!. Este procedimiento fija un limite
superior sobre la masa de los axiones a un nivel de 95% de confianza. De la Figura
3.17 es claro que para que esto suceda la masa de los axiones debe ser menor que
3.97cos? B meV (Nétese que si consideramos el valor previo de P de Kepler et
al. 1991, el limite superior deberia ser ~ 10cos? 8 meV en buen acuerdo con los
resultados de Isern et al. 1992).
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Figura 3.17: La derivada temporal del periodo del modo £ = 1, k = 2 del modelo fiducial a
T = 11620 K. Las lineas horizontales a trazos indican el valor observado de P, P+o, y P+20
de Kepler et al. (2000). También mostramos el valor previo de P derivado por Kepler et al.
(1991). Si consideramos dos desviaciones estandard a partir del valor observacional, concluimos
que las observaciones son compatibles con una masa de los axiones menor a 3.97 cos? 8 meV.



Capitulo 4

La difusion y astrosismologia de
G117-B15A

Resultados publicados en el siguiente articulo:

e Time dependent diffusion in pulsating white dwarf stars: asteroseismology of
G117B-15A, Benvenuto, Cérsico, Althaus & Serenelli, Monthly Notices of the
Royal Astronomical Society, 332, 399, (2002)

La mayor parte de los estudios de pulsaciones de enanas blancas variables estan
basados en algunas simplificaciones. Una de tales simplificaciones esta relacionada
con el modelado del perfil en las transiciones de composicién quimica. En tales
regiones el equililibrio difusivo en la aproximacién de trace element ha sido am-
pliamente empleado para inferir el perfil de la distribucién quimica (ver Tassoul,
Fontaine & Winget 1990), en la forma que ha sido detallada en el Capitulo 2.

Existen en la literatura varios estudios astrosismoldgicos de enanas blancas, en
los cuales la estructura de periodos observados de un objeto particular es empleada
para inferir la estructura interna de tal objeto. Ejemplos de tales estudios son
aquellos de Winget et al. 1991; Fontaine et al. 1992; Pfeiffer et al. 1996; Bradley
& Kleinman 1997; Bradley 1998b, 2001. El objetivo del presente Capitulo es llevar
a cabo un estudio estructural de la variable DAV G117-B15A, cuyas caracteristicas
observables y sus rasgos pulsacionales han sido descriptas en el Capitulo anterior.
Para tal fin utilizaremos la estructura de periodos observados para encontrar un
modelo de enana blanca que represente dicha estrella, en una manera similar a la
realizada en el Capitulo anterior. Sin embargo, la intencién aqui es llevar a cabo
un ajuste de los periodos observados calculando modos g no-radiales sobre modelos
evolutivos de enanas blancas en los que la difusion de elementos dependiente del
tiempo es tenida en cuenta en el modelado de las interfases quimicas (ver Capitulo 2).
El valor de log(My/M,) serd considerado como un parametro libre, y consideraremos
log(Mye/M,) = —2.

4.1 Detalles de los calculos

Aqui hemos empleado el mismo cédigo de evolucién-pulsacién descripto en el Capitulo
3. En particular, para los procesos de difusién hemos considerado sedimentacion
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Tabla 4.1: Valores de log(My/M.,) para nuestros modelos a

Teg = 12500 K
0.50M, 0.55M, 0.60M, 0.525M, 0.5375M
3815 -3.862 -3.941  -3.831 ~3.843

-4.193 -4.224  -4.249 -4.198
-4.679  -4.684  -4.692

-5.175  -5.177  -5.180

-5.671  -5.671  -5.672 e
-6.160  -6.158  -6.156 -6.199
-6.640  -6.633  -6.700 -6.634
-7.071  -7.047  -7.028

-7.423  -7.385  -7.349

gravitacional, y difusién térmica y quimica (ver Capitulo 2). La mayor parte de
nuestros modelos evolutivos han sido divididos en mas de 2000 puntos, mientras que
para el calculo de modos hemos empleado hasta 5000 puntos.

Con el objeto de comenzar los calculos evolutivos hemos empleado la técnica de
calentamiento artificial descripta en Althaus & Benvenuto (2000) (modelos descrip-
tos en la primer parte del Capitulo 2). Luego de algunos modelos no fisicos, la estrella
relaja a la secuencia correcta de enfriamiento de enana blanca. Es importante re-
calcar que la estrella relaja simultaneamente al perfil quimico interno correcto, sin
importar los detalles finos de la forma inicial de la interfase helio-hidrégeno de los
modelos de partida, debido a los efectos de la difusion dependiente del tiempo. De
hecho, la estructura y los perfiles quimicos son fisicamente plausibles mucho antes
de que la estrella alcance el rango de T.g correspondiente a G117-B15A.

Especificamente hemos comenzado los calculos con modelos de log(L/Ly) =
2.05, logTeg ~ 4.46 y masas de 0.50, 0.55, y 0.60 Mg (junto con dos secuencias
suplementarias 0.525 y 0.5375 Mg). Los valores de log(My/M,) presentes en los
modelos después de evolucionar a lo largo de la rama de enfriamiento por debajo
de los Tex = 12500 K son aquellos dados en la Tabla 4.1. La composicién quimica
considerada para el nicleo de carbono-oxigeno es aquella dada por Salaris et al.
(1997). Con el objeto de obtener diferentes valores de log(My /M, ) hemos comenzado
a partir del mayor valor de log(My/M,) y simplemente reemplazado 'H por *He en
la base de la envoltura de hidrégeno. Mencionemos aqui que los modelos se tornan
fisicamente adecuados para describir una enana blanca a log(L/Ly) ~ 1.4, log Tes =~
4.83, mucho antes de las condiciones relevantes en las DAVs.

4.2 Perfiles quimicos y cantidades pulsacionales

Dado que el perfil quimico del hidrogeno en las capas superficiales es uno de los
ingredientes claves en la determinacién de los modos g de enanas blancas DAV,
en la Figura 4.1 mostramos con lineas la base de las envolturas de hidrégeno para
nuestro conjunto de modelos de 0.55 Mg, en la etapa de ZZ Ceti. En la misma figura
mostramos también los perfiles predichos por el tratamiento estandard de equilibrio
difusivo en la aproximacién de trace element con lineas delgadas.

Ahora examinemos la influencia de nuestros perfiles quimicos sobre la frecuencia
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Log(1-M /M,)

Figura 4.1: El perfil de la base de la envoltura de hidrégeno para nuestro conjunto de modelos
de 0.55 Mg a T,g=12500 K representados por lineas sélidas. Para los correspondientes valores
de log(Mpu/M,), ver Tabla 4.1. Las lineas finas representan los perfiles correspondientes al
tratamiento estandard de equilibrio difusivo en la aproximacién de trace element para los mis-
mos valores de log(My/M,). Nétese que, mientras que para envolturas gruesas de hidrégeno
los perfiles son bastantes similares, hay grandes diferencias en el caso de envolturas delgadas.
Los circulos indican el cambio en la pendiente en los perfiles calculados con equilibrio difusivo
en la aproximacién de trace element.

de Brunt-Viisila (calculada de acuerdo a la Ecuacién 3.21), una cantidad clave de
las pulsaciones en enanas blancas. En la Figura 4.2 mostramos el cuadrado de la fre-
cuencia de Brunt-V4iiséld y el término de Ledoux B (Ecuacién 3.22) para modelos de
0.55 Mg, con log Tog ~ 4.096 y todos los valores de My /M, considerados. También
mostramos en un panel la frecuencia de Brunt-Vaiiséla en la interfase helio-hidrégeno
para el caso de la envoltura de hidrégeno mas gruesa de acuerdo a la difusién de-
pendiente del tiempo y a la suposicién de equilibrio difusivo en la aproximacién de
trace element (linea gruesa y fina respectivamente). Con el objeto de mostrar la
correspondencia de la estructura de estas funciones con los perfiles quimicos inter-
nos de la estrella hemos incluido en el panel superior las curvas representando las
abundancias de *He y '2C.

El término de Ledoux B tiene una estructura que permanece invariante en el
niicleo estelar bajo cambios en My/M,. Desde el centro hacia afuera, los tres picos
son debidos a abruptas pendientes en el perfil de carbono. Los primeros dos son
debidos a la estructura de la interfase carbono-oxigeno mientras el otro es debido a
la interfase helio-carbono. Contrariamente al comportamiento interno del término
de Ledoux, el otro pico, debido a la interfase hidrégeno-helio, es notablemente mod-
ificada, no sélo en posicién siné también en altura. Nétese que cuanto mas bajo es
el valor de My/M, més fino es el pico (ver Brassard et al. 1991 y Tassoul et al.
1990 para una comparacién de la forma de B y Bradley 1996 para el perfil de la
frecuencia de Brunt-Vaisila).
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4.3 Resultados astrosismoldgicos

La identificacién de modos que hemos adoptado para esta estrella es la misma que la
empleada en el Capitulo anterior. Al calcular los modos g de nuestros modelos, sélo
hemos considerado modos con ¢ = 1 y orden radial £ = 1,---,4. Ordenes radiales
mas altos corresponden, para nuestros valores de la masas, a periodos demasiado
largos comparados con aquellos observados y no serdn considerados aqui.

Con el objeto de buscar un ajuste a las observaciones consideremos una funcion
1 definida como

3 Pic 2
b =log) [1— 2 ] : (4.1)
=1 7

donde PP y PF son los periodos i-ésimos observados y calculados respectivamente.
Para el caso de G117-B15A, PP= 215.2, 271 y 304.4 s. Como resultado de los
calculos pulsacionales tenemos los valores de los periodos para k£ = 1,---,4. En-
tonces, considerando las dos posibles (razonables) identificaciones de los modos ob-
servados(esto es, PP correspondiendo a k = 1,2,3, de aqui en més caso A, y P°
correspondiendo a k = 2, 3,4, de aqui en més caso B) podemos calcular la funcién
en términos de la temperatura efectiva de la estrella para cada una de las secuencias
consideradas. Obviamente en el caso de un ajuste exacto, tendriamos v — —oc.
Asi, el criterio que consideraremos para seleccionar el mejor modelo para represen-
tar G117B-15A es simplemente buscar el minimo de la funcién v considerando el
conjunto completo de modelos.

En la Figura 4.3 mostramos 1 en funciéon de T.g para el caso del conjunto de
modelos con 0.50 Mg. En esta figura el panel de la izquierda designado como A
corresponde a la identificacién de los modos observados con k& = 1,2,3 mientras
que el panel de la derecha B corresponde a la otra identificacién que consideramos:
modos k£ = 2,3,4. Como ha sido encontrado por Bradley (1998b), para los casos
A y B los mejores ajustes a las observaciones son encontrados para modelos con
dos valores de My /M, muy diferentes. Considerando el caso A, encontramos el
mejor ajuste con una envoltura fina de hidrégeno (log(My/M.)= -6.16) y en el
caso B el mejor ajuste se encuentra para una envoltura de hidrégeno més gruesa:
log(Myu/M,) = -3.81. Es notable que el minimo encontrado en el caso A es muy
profundo, correspondiendo a una masa y temperatura efectiva (Tog ~ 11400 K) algo
mas baja que lo correspondiente a las ultimas determinaciones de estos pardmetros
para G117B-15A.

Si incrementamos la masa estelar a 0.55 Mg, el comportamiento de la funcién
cambia notablemente (ver Figura 4.4). A pesar de que en el caso A el mejor ajuste
se da para log(My/M,)= -6.63, éste corresponde sin embargo a una temperatura
efectiva demasiado baja (fuera de la banda de inestabilidad de las DAVs). En el
caso B el mejor ajuste es de nuevo encontrado por el modelo con la envoltura més
gruesa de hidrégeno, pero de nuevo ocurre a un valor de Tog algo bajo.

Finalmente, en Figura 4.5 mostramos v para modelos con 0.60 M. Aqui es
claro que en ambos casos los ajustes son mucho peores que para los casos de masas
estelares mas bajas. Asi, los resultados mostrados hasta aqui sugieren que la masa
astrosismolégica de G117-B15A deberia estar entre 0.50 My y 0.55 M. Ademas, la
unica masa factible para el caso A parece ser de 0.50 Mg, ya que mayores valores
dan lugar a ajustes mas pobres.
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Figura 4.2: Algunas de las principales caracteristicas de nuestros modelos para el caso de
una masa de 0.55 M. Panel superior: perfiles de carbono (lineas sélidas) y helio (lineas de
trazos). Panel medio: El término de Ledoux de la frecuencia de Brunt-Vaisala. Panel inferior:
El logaritmo del cuadrado de la frecuencia de Brunt-Vaisala.



| P(k=1)=215.2s

4 L

-7.07

- -5.17

P(k=2)= 2152 s

1.24 1.20 1.16

T,/ 104 [K]

1.12

1.24 1.20 1.16

T/ 104[K]

1.12

69

Figura 4.3: El valor de 9 en funcién de la temperatura efectiva de la estrella para el caso

de un modelo de enana blanca de 0.50 M. Las curvas son etiquetadas con los respectivos
valores de log(My/M,). A y B significan las identificaciones de los modos observados con

k=1,2,3y k= 2,3,4 respectivamente. Nétese el profundo minimo de v para el caso A a

Tog= 11400 K.
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Figura 4.4: lgual que en Figura 4.3 pero para el caso de modelos de enanas blancas de 0.55
Mg. Para este valor de la masa estelar, los minimos correspondientes a ambas identificaciones
de modos se han desplazado al borde frio del intervalo en Teg considerado.
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Figura 4.5: Igual que en Figura 4.3 pero para el caso de modelos de enanas blancas de 0.60

Mg. Para este valor de la masa estelar, los valores de la funcién 1) son mayores que en los
casos de las otras masas consideradas. Asi, la masa de G117-B15A deberia ser menor a 0.60

M.
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Figura 4.6: El valor de 9 en funcidn de la temperatura efectiva de la estrella considerando el
caso B para los valores mds grandes de log(Mu/M,).

Ahora analicemos los resultados correspondientes al caso B mas detenidamente,
centrando nuestra atencién en modelos con las envolturas de hidrégeno més gruesas.
A partir de la Figura 4.3b puede notarse que en el caso de un modelo de 0.50 Mg, el
ajuste es mejor para Teq crecientes. Sin embargo, notemos que (Figura 4.4b) para el
modelo de 0.55 Mg, la situacién es justamente la opuesta: el ajuste mejora para 7.g
mas bajas. Guiados por este hecho, podemos esperar un minimo en % para algin
valor intermedio de la masa estelar. Para explorar esta posibilidad hemos calculado
modelos con 0.525 M, restringiéndonos a valores de My /M, similares a aquellos
que proveen buenos ajustes (ver Tabla 4.1). Para este valor de la masa, la identi-
ficacién de modos en el caso A muestra un buen ajuste para log(My/M,)= -6.63
a Tog ~11400 mientras que el caso B presenta un minimo interesante para valores
de la masa estelar y temperatura efectiva muy similares a aquellos determinados
por Koester & Allard (2000) para G117-B15A a través de andlisis espectroscépicos
(M, = 0.53Mg; Tegr = 11900+140 K). Finalmente, con el objeto de hacer un anélisis
més fino hemos calculado una secuencia de modelos con 0.5375 My y envolturas de
hidrégeno gruesas (ver Tabla 4.1). Los resultados para el conjunto completo de
masas y espesores de la envoltura de hidrégeno para el caso B son mostrados en
Figura 4.6. Las etiquetas de cada curva corresponden a los valores de log(My/M,)
presentados en Tabla 4.1.

Los resultados presentados indican que, si esperamos que la masa y la temper-
atura astrosismoldgicas sean similares a los valores determinados espectroscépicamente,
el mejor ajuste corresponde al caso B de identificacién de modos, para un modelo
con una masa estelar de 0.525 M, y una envoltura de hidrégeno con log(My/M,) =
—3.83.
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Tabla 4.2: Resumen de los resultados del mejor ajuste. Referencias:
(a) Koester & Allard (2000), (b) van Altena et al. (1994), (c) Kepler
et al. (1982), (d) Kepler et al. (2000)

Cantidad Modelo ajustado G117-B15A
M, /M 0.525 0.53 @
log g 7.85 7.86 + 0.14 ®
Tz [K] 11,790 11,900 + 140 @
log(My /M,) -3.83

log(Mye/M,) -2.00 .
Paralaje [mas] 15.89 10.5 4 4.2 ®
P(k=2) [s] 208.80 215.2 )
P(k = 3) 278.85 271.0 ©
Pk =4) 308.57 304.4 ©)
P(k=2) [10~5s s7'] 4.43 2.3+1.4 @
P(k = 3) 3.22

P(k = 4) 5.76

4.4 Conclusiones y resultados

Hemos visto en la Seccién anterior que el ajuste entre observacién y teoria para
obtener los valores de la masa y el espesor de la envoltura de hidrégeno es muy
sensible a la identificacién del orden radial de los modos observados en G117-B15A.
Solo si tenemos en cuenta las determinaciones espectroscopicas para la masa y la
temperatura efectiva de Koester & Allard (2000) podemos discriminar entre las dos
posibles identificaciones de modos y asi entre las dos posibles estructuras para este
objeto. Un hecho notable es que la envoltura de hidrégeno que mejor ajusta es
una envoltura muy gruesa (el limite superior que hemos considerado). Tal vez para
mejorar nuestro ajuste hubiésemos podido considerar envolturas ain mas gruesas.
Sin embargo la tnica forma de estar seguros de que envolturas mas gruesas que la
obtenida son posibles seria calcular la estructura de objetos de la masa de G117-
B15A comenzando desde la quema de hidrégeno de la secuencia principal pasando
a través de todas las etapas previas a la etapa de enana blanca.

Para finalizar, podemos obtener una determinacién de la paralaje de G117-B15A,
como en Bradley (1998b). Dado que la temperatura efectiva es mas alta (11790 K vs.
11600 K) y la masa estelar méas baja (0.525 Mg vs. 0.60 Mg, , y asi un mayor radio),
la luminosidad (L/Ls = —2.44 vs. L/Ls = —2.52) es mas alta que la predicha
por Bradley (1998b), y para la misma magnitud visual aparente my = 11.50 y
correccién bolométrica de -0.611 mag (Bergeron, Wesemael & Beauchamp 1995),
encontramos que G117B-15A deberia tener una paralaje de 15.89 mas, en tanto que
el valor obtenido por Bradley es de 16.5. Nuestro valor es aiin muy alto como para
ser compatible (a 1o) con la determinacién de 10.5 + 4.2 ™ dada por van Altena,
Lee & Hoffleit (1994). Los resultados obtenidos en este Capitulo son sumarizados
en Tabla 4.2.



Capitulo 5

Efectos de la difusién sobre Py P

Resultados publicados en el siguiente articulo:

e The effects of element diffusion on the pulsational properties of variable DA white
dwarfs, Cérsico, Benvenuto, Althaus & Serenelli, Monthly Notices of the Royal
Astronomical Society , 332, 392, (2002)

En el capitulo anterior llevamos a cabo un estudio astrosismolégico detallado
de la estrella G117-B15A empleando perfiles quimicos con interfases tratadas segiin
las predicciones de la difusién dependiente del tiempo. Al comparar nuestro mod-
elo astrosismoldgico con los resultados obtenidos por Bradley (1998b) empleando la
suposicién de equilibrio difusivo en la aproximacion de trace element, hemos encon-
trado resultados similares. En este Capitulo nuestro objetivo es explorar el efecto
de la difusion en no-equilibrio sobre periodos y derivadas temporales de los periodos
en enanas blancas DA, y comparar los resultados con las predicciones de la aprox-
imacién de equilibrio difusivo en la aproximacion de trace element. Para tal fin
calcularemos dos secuencias evolutivas, una considerando difusién dependiente del
tiempo y la otra suponiendo equilibrio difusivo en la aproximacion de trace element.
No hemos tenido en cuenta la evolucion pre-enana blanca.

5.1 Calculos

Aqui hemos calculado la evolucién de un modelo de enana blanca DA de 0.55 Mg
con un perfil quimico interno correspondiente al calculado por Salaris et al. (1997).
Tal modelo tiene fracciones de masa de hidrégeno y helio de My/M, = 107* y
Mye/M, = 1072, respectivamente. Tales valores estdn en buen acuerdo con las
predicciones de la teoria de evolucién estelar y también son similares a aquellos
encontrados por Bradley (1998b) y nosotros mismos en el Capitulo anterior para
la estrella G117-B15A. El perfil quimico interno de nuestro modelo es mostrado en
Figura 5.1.

Es importante mencionar que en la base de la envoltura de hidrégeno de nuestros
modelos, el hidrégeno y el helio estan completamente ionizados y esto es asi a través
todas las etapas evolutivas consideradas. De esta manera los perfiles de abundancia
quimica predichos por la aproximacion de trace element permenecen fijos durante
la evolucién. En el calculo de las opacidades radiativas hemos considerado Z =
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Figura 5.1: Los perfiles quimicos internos del modelo de enana blanca de carbono-oxigeno
de 0.55 M, para el hidrégeno, helio, carbono y oxigeno a una temperatura efectiva de 14000
K. En el caso del equilibrio difusivo en la aproximacién de trace element, los perfiles fijos son
representados por lineas de puntos. Los perfiles para los cuales la difusién dependiente del
tiempo ha sido considerada son representados por lineas sélidas. ¢ es la fraccién de masa
externa, definida como ¢ =1 — M, /M,.

0. El transporte convectivo ha sido tratado en el marco de la versién ML3 de la
mizing length theory (MLT). La prescripcién ML3, caracterizada por una eficiencia
convectiva elevada, considera que la longitud de mezcla es dos veces la escala de
altura de presién (ver Tassoul et al. 1990).

Un modelo realista de partida para nuestras secuencias evolutivas fue obtenido a
través del procedimiento artificial descripto en Benvenuto & Althaus (1998). Como
hemos mencionado antes, tal procedimiento produce una secuencia inicial de mod-
elos fisicamente inconsistentes, pero luego relaja a la secuencia correcta de enfri-
amiento (ver Althaus & Benvenuto 2000 para una discusién detallada) mucho antes
de alcanzar la banda de inestabilidad de las DAVs. A partir de ese punto la di-
fusion de elementos fue incorporada. Cuando el modelo alcanz6 una T,g= 14000
K comenzamos los cédlculos pulsacionales. Especificamente hemos calculado modos
dipolares (¢ = 1) (los cuales son los usualmente encontrados en las curvas de luz
de las ZZ Ceti) con orden radial £ = 1,---,21 cubriendo un intervalo de periodos
de 100 s < P < 1000 s. Los calculos fueron terminados a T.g= 10000 K; de esta
manera el intervalo explorado en temperatura efectiva cubre ampliamente la banda
de inestabilidad observada de las DAVs. Para los modos calculados hemos obtenido
los periodos y autofunciones. En el cdlculo de la frecuencia de Brunt-Viisala hemos
empleado la descripcién de Brassard et al. (1991) (Ecuacién 3.21, Capitulo 3 de esta
Tesis). Luego de obtener los periodos hemos calculado P a través de diferenciacién
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Figura 5.2: Panel A: El perfil interno del helio en funcién de g en la interfase hidrégeno-helio.
La linea sélida corresponde a un modelo con Teg = 14000 K en el cual la difusién dependiente
del tiempo ha sido considerada. La linea de trazos indica el mismo tratamiento pero para un
modelo a 10000 K. Finalmente la linea de puntos corresponde a la prediccidon del equilibrio
difusivo en la aproximacién de trace element. Panel B: El perfil quimico para el helio de
acuerdo a la prediccién del equilibrio difusivo en la aproximacién de trace element para un
modelo de 0.50 My, calculado por Bradley (comunicacién privada). Notemos que la forma de
los perfiles en ambos modelos con equilibrio difusivo es la misma.

numérica.

5.2 Resultados

Comencemos examinando la Figura 5.2, en la cual mostramos la evolucién del perfil
quimico para el helio resultante de la difusién dependiente del tiempo junto con
el perfil quimico predicho por el equilibrio difusivo en la aproximacién de trace
element. Notemos que en este ultimo caso, los perfiles permanecen sin cambios ya
que, como mencionamos, la ionizacién es completa en tales capas '. En contraste, en
el caso de la difusién dependiente del tiempo la distribuciéon de abundancias quimicas
evoluciona apreciablemente durante la etapa de ZZ Ceti. Es notable que la forma
del perfil en ambos tratamientos se torna marcadamente diferente en particular en
el centro de la transiciéon. Como veremos, esto tendrd una apreciable influencia en
los valores de P y P para algunos de los modos calculados.

En Figura 5.3 mostramos (panel A) el término de Ledoux y (panel B) el cuadrado

LE] equilibrio difusivo en la aproximacién de trace element ha sido aplicada sélo a la interfase
hidrégeno-helio, la cual es la més relevante en el contexto de las pulsaciones de las enanas blancas
DAs.
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Figura 5.3: Panel superior: el término de Ledoux B en la interfase hidrégeno-helio en el
caso de difusién dependiente del tiempo para valores de T de 14000 K y 10000 K con lineas
sélidas y lineas de trazos, respectivamente. Lineas punteadas y lineas de puntos y trazos
corresponden a los mismos valores de T pero para el equilibrio difusivo en la aproximacién de
trace element. Panel inferior: el cuadrado de la frecuencia de Brunt-Vaisala para los mismos
casos analizados en el panel A.

de la frecuencia de Brunt-Vaisila, para dos valores seleccionados de T.g, en la zona
de transicién hidrégeno-helio. Recordemos que el término B depende no sélo de
la forma del perfil quimico siné también de la estructura térmica y mecanica de la
estrella (Ecuacién 3.22). Asi, atin suponiendo equilibrio difusivo en la aproximacién
de trace element el término B cambia con el enfriamiento. Debido al hecho de que
en el término de Ledoux aparece la derivada del perfil quimico (ver Ecuacién 3.22),
un leve cambio en la pendiente de la interfase hidrégeno-helio se traduce en un
cambio notable en B. Entonces no es sorprendente que el término B exhiba un pico
muy agudo en el caso del tratamiento trace element, en contraste con el tratamiento
fisicamente mas consistente de la difusién en no-equilibrio. A su vez, este rasgo es
reflejado en la frecuencia de Brunt-Vaisala.

Ahora centremos nuestra atencion en los modos calculados. En Figuras 5.4 y 5.5
mostramos Py P correspondientes a modos con £ = 1,k = 1,---,6 para modelos
con difusién dependiente del tiempo y con la aproximacién de equilibrio difusivo
en la aproximacién de trace element en la interfase hidrégeno-helio como funcién
de T.g. A partir de las figuras puede notarse que los efectos de la difusion depen-
diente del tiempo son no-despreciables en P y P, aunque para algunos modos los
resultados son casi independientes del tratamiento de la difusién. El mismo com-
portamiento ha sido encontrado en modos de mas alto orden radial (no mostrados
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por brevedad). Notemos que para los modos mostrados en las figuras las mayores
diferencias relativas encontradas son & 20% para Py ~ 5% para P.

Las diferencias citadas aparecen principalmente por la muy diferente forma de los
perfiles en la interfase resultante de ambos tratamientos de la difusion examinados
aqui. En particular, las diferencias en el perfil de helio para Xy, > 0.5 (ver Figura
5.2) en estos tratamientos son la principal razén segin la cual P y P se tornan
diferentes. En adicién, hay una pequefia contribucion a las diferencias debido a la
evolucion de los perfiles de cada interfase en respuesta a la difusién en no-equilibrio.

5.3 El equilibrio difusivo y la ocurrencia de un
flash de hidrégeno

Con el objeto de dedicir si las diferencias en P y P encontradas son debidas a
la relajaciéon de la suposiciéon de equilibrio difusivo o a la aproximacién de trace
element, repetimos los calculos simulando el equilibrio difusivo pero sin invocar la
aproximacion de trace element, y para esto decidimos llevar a cabo un experimento
simple: simular la condiciéon de equilibrio difusivo empleando nuestras rutinas de
la difusién dependiente del tiempo. El equililibrio difusivo deberia ser una buena
aproximacion si la escala de tiempo de la difusion fuera mucho maés corta que la escala
de tiempo evolutiva. Entonces, con el objeto de simular esta situacion, simplemente
hemos considerado que el paso del tiempo de la difusién es varias veces la escala de
tiempo evolutivo 2. Esto es equivalente a suponer que el proceso difusivo completo
ocurre varias veces mas rapido. Bajo esta hipétesis hemos calculado la evolucién de
nuestro modelo de enana blanca. El resultado fue que la enana blanca no evolucioné
a lo largo de la rama de enfriamiento siné que experimenté un flash termonuclear de
hidrégeno. La razon fisica para este comportamiento es que, si la difusién tuviera
suficiente tiempo para actuar, entonces los perfiles evolucionarian de tal manera que
la cola de hidrégeno deberia ser capaz de alcanzar capas suficientemente calientes
como para ser encendidas en forma de flash.

Este resultado pone de manifiesto cierta inconsistencia fisica de la suposicién de
equilibrio difusivo en la zona de la interfase hidrégeno-helio, al menos en envolturas
masivas de hidrégeno, y demuestra que la inica manera de modelar tales transiciones
en composicion es tener en cuenta en forma autoconsistente los procesos difusivos
dependientes del tiempo, los procesos de quema nuclear y la evolucion estelar.

Son oportunas aqui algunas palabras con respecto al tratamiento estandard de
la difusién en equilibrio, el cual estd basado en el trabajo de Arcoragi & Fontaine
(1980). Recientes estudios astrosismoldgicos de enanas blancas DAVs (Clemens
1993, Bradley 1998b, 2001) parecen favorecer grandes valores para el espesor de
la envoltura de hidrégeno (My/M, ~ 10™*). Para las condiciones termodindmicas
relevantes en los modelos de enanas blancas variables DAVs, encontramos que la
mayor parte de la interfase hidrégeno-helio ocurre en condiciones degeneradas. Dado
que las ecuaciones de Arcoragi & Fontaine (1980) (ver Apéndice C.3) son vilidas
en condiciones no-degeneradas, deberiamos remarcar que este tratamiento no puede
ser aplicado a las interfases de hidrégeno-helio en enanas blancas DA con envolturas
masivas de hidrégeno.

2 Aquif hemos considerado un paso de tiempo de la difusién unas cien veces el paso de tiempo
evolutivo.



79

T, [10°K]
140 135 130 125 120 115 110 1.05 100
126 [ e e e e e e
_ 410
124 | 19 %
L ] 7))
_— I 18 3
2o | 17 5
e C 17 =
: ] B
120 | 36 5
1s
118IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII'
P ey 6
220 | .
L E (=
- _5 tn
L e (7]
E2].0:— . Q.o
o N _-4.‘1.
200 F 17 =
C ]l =
: J ©
190 |- 13
N T T B I T I T T
290 [ 5
i 1 =
280 - 145
3 g n
— i 1 1
2, C 1 ©
O 270+ 13 =
C 1 B
L i [an
L i ©
260 [ 12
-IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII-

140 135 130 125 120 115 110 105 100
Ty [107K]

Figura 5.4: Periodos y derivadas de periodos para modos con £ = 1,k = 1,2,3 modos para un
modelo de enana blanca de carbono-oxigeno de 0.55 Mg en un intervalo de Tog conteniendo la
banda de inestabilidad de las DAVs. Lineas sélidas (cuadrados llenos) corresponden a periodos
(derivadas de periodos) calculadas considerando difusién en no-equilibro, mientras lineas de
puntos (cuadrados vacios) muestran periodos (derivadas de periodos) calculados de acuerdo
al equilibrio difusivo en la aproximacién de trace element en la interfase hidrégeno-helio.
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Finalmente, remarquemos que, en el caso de la aproximacién de trace element,
hemos encontrado que el objeto no experimenta ningin flash termonuclear. Esta
es una consecuencia propia de la aproximaciéon, debido al truncamiento ad hoc del
perfil para algiin valor bajo de la densidad. En particular, en nuestros calculos
hemos encontrado que los modelos estelares evolucionan a lo largo del track de
enfriamiento de enana blanca si truncamos el perfil de hidrégeno para Xy = 1073,
Sin embargo, si permitimos que el perfil de equilibrio de hidrégeno se extienda a
abundancias levemente menores (digamos Xy = 10~%) el modelo experimenta un
flash termonuclear.



Capitulo 6

La difusion y el mode trapping

Resultados publicados en los siguientes articulos:

e New DA white dwarf evolutionary models and their pulsational properties, Cérsico,
Althaus, Benvenuto & Serenelli, Astronomy and Astrophysics (Letters), 380, L17,
(2001)

e The mode trapping properties of full DA white dwarf evolutionary models, Cérsico,
Althaus, Benvenuto & Serenelli, Astronomy and Astrophysics, 387, 531 (2002)

e On mode trapping in pulsating DA white dwarf stars, Benvenuto, Cérsico, Althaus
& Serenelli, Monthly Notices of the Royal Astronomical Society, 335, 480 (2002)

Un problema que ha prevalecido a lo largo del tiempo en el estudio de enanas
blancas pulsantes ZZ Ceti es encontrar la razén de porqué solo un muy reducido
nimero de modos son observados en comparacion con la riqueza y densidad de
modos excitados predichos por los estudios teéricos. En efecto, se ha sospechado
durante largo tiempo que algin mecanismo de filtro de modos debe estar actuando
muy eficientemente. Una explicacién cominmente propuesta es que el mecanismo
en cuestién es el mode trapping (Winget, van Horn & Hansen 1981; Brassard et al.
1992a; Bradley 1996). Como hemos explicado en la Introduccién, de acuerdo a este
mecanismo, aquellos modos (los atrapados) que tienen una longitud de onda local
similar al espesor de la envoltura de hidrégeno (o de helio) requieren menos energia
cinética para oscilar. En consecuencia, estos modos tienen mayor probabilidad de
alcanzar amplitudes observables. Entonces, de acuerdo a este escenario, la mayoria
de los modos observados en enanas blancas pulsantes deberian ser modos atrapados
en la envoltura. Sin embargo, en recientes estudios astrosismolégicos de la ZZ Ceti
G117-B15A (ver Bradley 1998b y el Capitulo 4 de esta Tesis) el periodo observado
de 215 seg, el cual tiene la mayor amplitud en el espectro de Fourier, no corresponde
a un modo atrapado segun lo predicho por el modelo astrosismoldgico que mejor
ajusta.

La exploracién de este topico tan importante requiere un tratamiento detallado
de la forma de las transiciones en composiciéon quimica, en particular en la interfase
hidrégeno-helio, la mas relevante en el caso de las pulsaciones de estrellas ZZ Ceti.
En este Capitulo nos proponemos explorar el efecto de la difusién dependiente del
tiempo sobre el fendmeno de mode trapping en si, y realizar una comparaciéon con
las predicciones del equilibrio difusivo en la aproximacion de trace element.
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En la primer parte del capitulo exploraremos este tépico sobre modelos detalla-
dos de enanas blancas DA construidos teniendo en cuenta la difusién de elementos
dependiente del tiempo, la combustién nuclear y la historia del progenitor de enana
blanca en un manera autoconsistente (para mas detalles ver Capitulo 2). Estos
modelos poseen envolturas gruesas de hidrogeno. En la segunda parte del Capitulo
emplearemos modelos que no tienen en cuenta la evolucion de pre-enana blanca, y
exploraremos lo que sucede cuando envolturas méas finas de hidrégeno son consid-
eradas, ya que hay alguna evidencia de la existencia de enanas blancas DAs con
contenidos de hidrégeno My /M, < 10~ (ver el final del Capitulo 1).

6.1 Modelos con envolturas masivas de hidrégeno

La presente seccion estara dedicada a explorar las propiedades de pulsaciéon de los
modelos evolutivos descriptos en el Capitulo 2 y comparar nuestras predicciones con
las de otros investigadores. Especificamente analizaremos pulsacionalmente un mod-
elo perteneciente a la banda de inestabilidad de las ZZ Ceti. El énfasis serd puesto
en mostrar el papel desempenado por la estratificacién interna de nuestros mode-
los en el comportamiento de los modos y el espectro de periodos. Especificamente
exploraremos los efectos de las interfases quimicas sobre la distribucién de energia
cinética de los modos y su capacidad para modificar las propiedades de propagacion
a través del interior de la estrella. Mencionemos que debido a la alta demanda com-
putacional en la cual el enfriamiento de la enana blanca es tratado en una manera
autoconsistente con la difusion de elementos y la historia de la pre-enana blanca, nos

vemos forzados a restringir el estudio a un tnico valor de la masa estelar (Capitulo
2).

6.1.1 Detalles de los calculos

Los detalles acerca del calculo de nuestro modelo de ZZ Ceti seleccionado pueden
encontrarse en el Capitulo 2. Especificamente, hemos elegido un modelo de 0.563 M,
a Teg ~ 12000 K. En la Tabla 6.1 mostramos las principales caracteristicas de nuestro
modelo seleccionado. Con el objeto de hacer una comparaciéon cuantitativa de las
caracteristicas estructurales de nuestro modelo con aquellas de modelos generados
independientemente por otros autores, las mismas cantidades correspondientes a un
modelo similar de Paul Bradley (2001, comunicacién privada) son mostradas en la
tercer columna de la Tabla 6.1.

El perfil quimico a través del interior de nuestro modelo es mostrado en el panel
superior de la Figura 6.1 en funcién de la fraccién de masa externa. Solo los isétopos
mas abundantes son mostrados. La frecuencia de Brunt-Viisila y el término de
Ledoux (B) correspondientes son mostrados en el panel del medio y en el panel
inferior.

Notemos en particular la forma de B, la cual es una consecuencia directa del per-
fil quimico. A su vez los rasgos de B son reflejados en la frecuencia de Brunt-Vaisala.
Como resultado de la difusion de elementos, los perfiles quimicos de nuestro modelo
evolutivo son muy suaves en las interfases (ver panel superior de la Figura 6.1), y
esto explica la presencia de colas extendidas en la forma de B. También, notemos
que nuestro modelo esta caracterizado por una interfase quimica en la cual tres es-
pecies iénicas con abundancias apreciables coexisten: helio, carbono y oxigeno. Esta
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Figura 6.1: Panel a: La distribucién de abundancias quimicas de nuestro modelo. Panel b:
el término de Ledoux, B. Panel ¢: el logaritmo del cuadrado de la frecuencia de Brunt-Vaisala

(N?). En el subpanel se muestra esta misma cantidad pero calculada despreciando el término

B. Notemos que la presencia de las zonas de transicién quimica en la forma funcional N2 no
es completamente eliminada, en particular en las interfases helio-carbono-oxigeno e hidrégeno-
helio. La masa estelar del modelo de enana blanca es 0.563 Mg y la temperatura efectiva es

~ 12000 K.
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Tabla 6.1: Caracteristicas del modelo seleccionado
Nuestro modelo Modelo de Bradley

M, /Mg 0.563 0.560
T [K] 11996 12050
log(L. /L) 22.458 -2.462
log(R./Re) -1.864 -1.866
log( Mg /M.) -3.905 -3.824
log(Mye/M.) -1.604 11.824
log(pe) [g cm™3] 6.469 6.466
log(T.) [10° K] 7.086 7.087

region de transicion dé lugar a dos contribuciones a B, una de ellas de relativamente
gran magnitud, ubicada a loggq ~ —1.4, y la otra, mas externa y de muy baja altura,
a logq ~ —2.2. Finalmente, la contribucién de la interfase hidrogeno-helio a B es
menor que la correspondiente a la de la transicién helio-carbono-oxigeno. Notemos
que las contribuciones del término de Ledoux son traducidas en suaves maximos
locales en N2. Las caracteristicas de B y N? predichas por nuestro modelo son
marcadamente diferentes de aquellas encontradas en estudios previos en los cuales
la evolucién de las enanas blancas es tratada en una manera simplificada, particu-
larmente en lo referente a la distribucién de abundancias en las capas externas (ver,
por ejemplo, Tassoul et al. 1990; Brassard et al. 1991, 1992ab; Bradley 1996).

Por cada modo calculado obtenemos el periodo P, (P, = 27/oy, siendo oy
la autofrecuencia) y las autofunciones adimensionales yi,---,ys (ver Apéndice A
para su definicién). Con estas autofunciones y el autovalor adimensional w? =
02(GM,/R3)™! calculamos para cada modo considerado la energia cinética de os-
cilacién, (Exin)x (segin Ecuacién 3.18), y los coeficientes de splitting por rotacién a
primer orden, Cjy, dados por

M* 2 1 2 2
Cop = %/0 %f l2$2y1y2 + %w,%yg dz, (6.1)
donde M, y R, son la masa y el radio estelar, respectivamente, G' es la constante
de gravitaciéon, C; = (r/R,)*(M./M,) y * = r/R,.. También calculamos las fun-
ciones de peso, wf, y el periodo variacional, P (Ecuaciones 3.19 y 3.20). Final-
mente, por cada modelo calculado derivamos el espaciamiento asintotico de periodos,
AP,. Como antes, la frecuencia de Brunt-Viiséld (N), es calculada empleando el
“tratamiento de Ledoux modificado” (Brassard et al. 1991). Mencionemos aqui que
también hemos empleado un esquema de diferenciacién numérica para calcular N?
directamente de su definicién (Ecuacién A.43 del Apéndice A), y hemos encontrado
que este esquema da los mismos resultados que el tratamiento de Ledoux modificado.

6.1.2 Resultados

Para nuestro modelo elegido hemos calculado modos g con £ = 1,2 y 3 (los efectos
de cancelacion geométrica crecen progresivamente para mayores valores de ¢ en
oscilaciones no-radiales; ver Dziembowski 1977a), con periodos en el rango de 50 s
< Pr < 1300 s. Para el calculo de modos hemos empleado hasta 5000 puntos. Para
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Figura 6.2: El logaritmo de la energia cinética de oscilacién, espaciamiento de periodos y
coeficientes de splitting rotacional a primer orden (panel superior, medio e inferior, respecti-
vamente) para modos con £ = 1 en funcién de los periodos calculados. Las lineas de puntos
muestran el comportamiento asintdtico para APy y Cy . Los valores de (FEiin ) corresponden
a la normalizacién y; =1 en r = R,.

todos nuestros calculos de pulsacién, la diferencia relativa entre P, y Py es siempre
menor que 1073, Esto nos d4 una indicacién de la exactitud de nuestros calculos.

Comencemos examinando las Figuras 6.2 a 6.4, cuyos paneles superiores mues-
tran el logaritmo de la energia cinética de oscilacion de los modos con £ = 1,2 y
3 en términos de los periodos calculados. Los paneles del medio muestran los val-
ores para el espaciamiento de periodos hacia adelante APy (= Py — Py) junto con
los valores asintoticos AP, dados por lineas de puntos. Finalmente, en los paneles
inferiores de estas figuras mostramos los valores de Cy asi como también los val-
ores asintéticos (lineas de puntos) que estos coeficientes adoptan para altos 6rdenes
radiales, esto es Cpy =~ 1/£(¢ + 1) (Brickhill 1975). Una inspeccién de los graficos
revela algunas caracteristicas interesantes. En particular, las cantidades graficadas
exhiben dos tendencias muy claras. Para P, > 500 — 600 s e independientemente
del valor de /¢, la distribucién de energia cinética de oscilacién es muy suave. Note-
mos que los valores log(Eyi,)x de los modos adyacentes son muy similares, lo cual
estd en contraste con la situacién encontrada para periodos cortos. Por otro lado,
los diagramas de espaciamiento de periodos muestran apreciables apartamientos de
APy con respecto a la prediccién asintética para P, < 500 — 600 s. Como es bien
conocido, esto es debido mayormente a la presencia de transiciones de abundancias
quimicas en enanas blancas DA. En contraste, para periodos mas largos el AP, de
los modos tiende a AP,. También, notemos que los valores de Cyy tienden al valor
asintotico para Py > 500 — 600 s.

Debido a que nuestra intencién aqui es analizar las propiedades de mode trapping
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de nuestros modelos, emplearemos para tal fin las funciones de peso wf (Ecuacién
3.19). Elegimos esta funcién dado que, como mencionamos antes, proporciona la
contribucion relativa de las diferentes regiones de la estrella a la formacion de los
periodos de los modos (Kawaler, Hansen & Winget 1985; Brassard et al. 1992ab).
En las Figuras 6.5 a 6.7 mostramos la wf para todos los modos calculados corre-
spondientes a ¢ = 1'. También incluimos en cada grafico el término de Ledoux B
con lineas de puntos con el objeto de clarificar visualmente la localizacion de las
diferentes zonas de transiciéon quimica dentro del modelo. Para una mejor inter-
pretaciéon de estas figuras es 1til ver simultaneamente la Figura 6.2. Para periodos
cortos encontramos una variedad de comportamientos. Por ejemplo, el modo g; esta
caracterizado por una w f correspondiente al bien conocido fenémeno de mode trap-
ping, esto es, el periodo de g; estd formado en las capas méas externas del modelo,
independientemente de los detalles del perfil quimico interno, como lo reportado
en estudios previos (ver Brassard et al. 1992ab). En contraste, es la transicién
helio-carbono-oxigeno la que mayormente contribuye a la formacién del periodo del
modo gs, mientras que la transicién de hidrégeno-helio juega un papel menor. Este
modo seria representativo de los modos “confinados” de acuerdo a Brassard et al.
(1992ab). La wf para los modos g3 y g4 es cualitativamente similar a la de g;, ex-
cepto que sus periodos no son exclusivamente formados en la envoltura de hidrégeno,
sing también en la interfase helio-carbono-oxigeno. Por otro lado, la zona de alta
densidad por debajo de la transicién helio-carbono-oxigeno juega un papel impor-
tante en la formacién del periodo del modo gs. A partir de la ecuacion que define
(Exin)x, (Ecuacién 3.18) puede notarse que los valores de la energia cinética de os-
cilacién son proporcionales a la integral de las autofunciones al cuadrado pesada por
p. Como resultado, el modo g5 estd caracterizado por un valor alto de la energia
cinética de oscilacién (ver Figura 6.2). Notemos que la regién de la transicién helio-
carbono-oxigeno también contribuye a la formacién de los periodos de los modos gg
y g10- El modo gy es particularmente interesante: su periodo esta determinado por
una amplia regién del interior estelar, y como resultado su energia cinética también
es alta. Las w fs correspondientes al resto de los modos no difieren apreciablemente
entre si. Todas ellas exhiben contribuciones principalmente de las capas externas
del modelo, aunque también muestran pequenas amplitudes en regiones mas profun-
das. Notemos que para todos los modos mostrados en las Figuras 6.5 a 6.7 hay una
fuerte contribucién a las w fs proveniente de la region de transicién de hidrégeno-
helio. Esto indica que, como ha sido encontrado en estudios previos, esta interfase
quimica juega un papel fundamental en la formacién de los periodos de los modos.

A continuacién haremos una comparacion entre nuestros resultados y aquellos
obtenidos por otros autores. Como se puede ver en las Figuras 6.2 a 6.4, para
periodos excediendo los ~ 500 — 600 s, la distribucién de (Eyy, )y es suave, y los val-
ores de AP, tienden a su valor asintético. Esto es muy diferente a lo encontrado en
estudios previos. Nuestros cdlculos revelan que la capacidad de seleccion de modos de
acuerdo a los valores de la energia cinética de oscilacién debido a los efectos de mode
trapping virtualmente desaparece para periodos largos cuando se tienen en cuenta
modelos de enanas blancas con estratificaciones quimicas que evolucionan debido a
la difusién. Con el objeto de hacer una comparacién detallada de las predicciones
de nuestros modelos con aquellas encontradas en estudios previos hemos llevado a

! Para este analisis hemos elegido los modos dipolares (£ = 1) s6lo por brevedad; los resultados
para £ = 2,3 son cualitativamente similares a aquellos encontrados para £ = 1.
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Figura 6.5: La funcidn de peso normalizada (lineas sélidas) en funcién de la fraccién de masa
externa, para los modos g1 a gg con £ = 1. Con el objeto de comparacién, las lienas punteadas
muestran el perfil del término de Ledoux (en unidades arbitrarias).
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Figura 6.6: Igual que en la Figura 6.5, pero para los modos g9 a gi6-
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Figura 6.8: Panel superior: distribucién de abundancias para el hidrégeno en la interfase
hidrégeno-helio segin la prediccién de la difusién dependiente del tiempo (linea sélida) y el
equilibrio difusivo en la aproximacién de trace element (linea fina). Panel inferior: el logaritmo
del cuadrado de la frecuencia de Brunt-Vaisala para ambos tratamientos de la difusién. El
panel pequeno muestra la forma del término de Ledoux.

cabo calculos adicionales de pulsacién, esta vez suponiendo equilibrio difusivo en la
aproximacion de trace element en la interfase hidrégeno-helio (ver Apéndice C.3 y
Tassoul et al. 1990). Este tratamiento ha sido cominmente invocado en la mayoria
de los estudios de pulsacion para modelar las regiones de transicion en composicion.
El perfil quimico de hidrégeno resultante, el correspondiente término de Ledoux y
el logaritmo del cuadrado de la frecuencia de Brunt-Viisald N son mostrados en la
Figura 6.8, junto con las predicciones de la difusién de elementos dependiente del
tiempo. La suposicién de trace element conduce a un abrupto cambio en la pendi-
ente del perfil quimico el cual es responsable del pico pronunciado en la frecuencia
de Brunt-Viisila en log(1 — M,/M,) =~ —4. Como puede verse claramente en la
Figura 6.9 para ¢ = 1 a 3, el equilibrio difusivo en la aproximacién de trace ele-
ment da lugar a un espectro de energia cinética de oscilacién y una distribucién de
espaciamientos de periodos que son sustancialmente diferentes respecto de aquellos
dados por el tratamiento de la difusién dependiente del tiempo (ver Figuras 6.2 a
6.4), particularmente para largos periodos. El rasgo mas sobresaliente que puede
apreciarse en la Figura 6.9 son los efectos de trapping exhibidos por ciertos modos
en los valores de log(Fyin)r y AP. Esto estd en buen acuerdo con otros resultados
previos (ver Brassard et al. 1992b, particularmente sus figuras 20a y 21a para el
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caso de My = 107*M,)2. Como es bien conocido, los modos atrapados corresponden
a aquellos modos caracterizados por minimos en sus valores de energia cinética de
oscilacién y minimos locales en el espaciamiento de periodos con igual valor de &k o
difiriendo en 1. Con el propésito de ilustracion, en las Figuras 6.10 y 6.11 mostramos
las predicciones del equilibrio difusivo en la aproximacién de trace element y la di-
fusiéon dependiente del tiempo, respectivamente, para la wf correspondiente a los
modos gs3s ¥ g39 con £ = 2. Claramente, en el caso de equilibrio difusivo en la aproxi-
macién de trace element, el modo gsg corresponde a un modo atrapado caracterizado
por pequenos valores de la funcion de peso debajo de la transicion hidrégeno-helio,
en comparacién con el modo no-atrapado adyacente, gsg. En contraste, tales modos
muestran amplitudes similares de su w f cuando la difusién dependiente del tiempo
es tomada en cuenta para modelar las regiones de transicién en composicién (ver
Fig. 6.11).

Sobre la base de nuestros resultados, es claro que el tratamiento del perfil quimico
en las transiciones quimicas es un ingrediente clave en el calculo del espectro de mo-
dos g en enanas blancas. Esto es particularmente cierto considerando las propiedades
de mode trapping, las cuales son considerablemente alteradas cuando un tratamiento
fisicamente autoconsistente de la evoluciéon quimica es incorporado en tales calculos.
Esta conclusién es vilida al menos para envolturas masivas de hidrégeno como aque-
llas predichas por calculos evolutivos completos?.

Para estudiar mas profundamente estos aspectos, examinaremos la distribucion
de nodos de las autofunciones para el caso £ = 2 (Figuras 6.12 y 6.13). De
acuerdo a Brassard et al. (1992a), este es un diagndstico 1til de mode trapping.
Especificamente, un modo es atrapado por encima de la interfase de hidrégeno-helio
cuando su autofuncién y; tiene un nodo justo encima de tal interfase, y el corre-
spondiente nodo en yy estd localizado justo debajo de aquella interfase. Notemos
que esto se cumple claramente en nuestro modelo con equilibrio difusivo en la aprox-
imacion de trace element, como se puede ver en la Figura 6.12. En esta figura, la
linea punteada vertical en r = 0.927R, indica la localizacion del pico pronunciado
en la frecuencia de Brunt-Viiséld (ver Figura 6.8). Sin embargo, la distribucién de
nodos se torna marcadamente diferente en el modelo sin equilibrio difusivo y no es
posible encontrar una interfase bien definida en este caso (ver Figura 6.13). Asi, no
es claro que la mencionada regla de mode trapping pueda ser aplicada directamente
a este caso. En efecto, debido a que la interfase de hidrégeno-helio se torna muy
suave en nuestros modelos, el pico en la frecuencia de Brunt-Viisila es poco aprecia-
ble. De acuerdo a esto, la capacidad de resonancia mecanica de nuestro modelo se
torna mas débil. Esto provoca que la distribucién de nodos de las autofunciones sea
diferente comparada con la correspondiente a la aproximacion de equilibrio difusivo
en la aproximacion de trace element.

2Notemos que, como encontrado por Brassard et al. (1992a), el contraste entre los valores
de energia cinética de los modos atrapados y aquellos de los no-atrapados no es muy grande
para envolturas masivas de hidrégeno (como es el caso presentado aqui), debido al hecho de que
la interfase hidrégeno-helio estd localizada en una regién profunda, de alta densidad, donde las
amplitudes de las autofunciones son muy pequefias.

3Sin embargo, ver la Seccién siguiente.
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Figura 6.10: La funcién de peso normalizada para los modos gsg y g3g9 con £ = 2 correspon-
dientes al modelo estelar en el que la transicién quimica de hidrégeno-helio ha sido tratada
segln el equilibrio difusivo en la aproximacién de trace element. Notemos la baja amplitud de
wf debajo de la transicién de hidrégeno-helio para el modo con k= 39, el cual corresponde a
un modo atrapado en la envoltura de hidrégeno.
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Figura 6.11: Igual que en la Figura 6.10, pero para el caso en el cual la transicién quimica
hidrégeno-helio ha sido calculada suponiendo difusién dependiente del tiempo.
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6.2 Modelos con un rango de envolturas de hidrégeno

En esta Seccién exploraremos los efectos de la difusiéon dependiente del tiempo so-
bre el fenémeno de mode trapping empleando modelos de enanas blancas con di-
versas masas para las envolturas de hidrégeno. También llevaremos a cabo una
comparacion con las predicciones del equilibrio difusivo en la aproximacion de trace
element en el modelado de la interfase quimica de hidrégeno-helio. A diferencia de
lo hecho en la Seccion anterior, aqui no emplearemos un tratamiento detallado de
la evoluciéon de pre-enana blanca. En vez de esto, obtendremos nuestros modelos
iniciales en base al procedimiento artificial descripto en el Capitulo 4, Seccién 4.1
(ver Althaus & Benvenuto 2000).

6.2.1 Resultados pulsacionales

Como hemos mencionado antes, nuestro objetivo aqui es explorar la importancia de
la difusién de elementos sobre las propiedades de trapping de modos en modelos de
enanas blancas DA con diferentes envolturas de hidrégeno. Con respecto a la masa
de la envoltura de hidrégeno, hemos elegido los siguientes valores: log(My/M,)=
-3.941, -4.692, -5.672, -6.700 y -7.349. Finalmente, el perfil de composicién interno
de nuestros modelos es el de Salaris et al. (1997).

Aqui hemos calculado modos g con £ = 1, 2, 3, para periodos en el rango de 100
a 1000 s, junto con los correspondientes valores para el espaciamiento de periodos
APy, = P,1— P, y la energia cinética de oscilacion Fy;, para cada modo. Los calculos
pulsacionales han sido llevados a cabo sobre modelos de enanas blancas de 0.6 Mg
en un rango de Teg¢ que cubre la banda de inestabilidad observada para las estrellas
ZZ Ceti. Como antes, la frecuencia de Brunt-Viisild (/N) ha sido obtenida emple-
ando el tratamiento de Ledoux modificado (Ecuacién 3.21 de esta Tesis; Brassard et
al. 1991). La forma del término de Ledoux y la frecuencia de Brunt-Viisila pueden
apreciarse en la Figura 6.14, donde las lineas sélidas corresponden al tratamiento de
la difusién dependiente del tiempo y las lineas de puntos al tratamiento del equilibrio
difusivo en la aproximacién de trace element aplicado a la interfase hidrégeno-helio.
Notemos que el término B exhibe un pico muy pronunciado en las capas mas pro-
fundas, como resultado del abrupto crecimiento de la abundancia del carbono desde
un valor constante de Xi2c & 0.15 hasta Xi2¢c ~ 0.4 en log(1 — M,/M,) ~ —0.45
(ver panel superior de la Figura 4.2). La Figura 6.14 muestra claramente que este
pico esta presente en el perfil de la frecuencia de Brunt-Viisidld. Como veremos,
la presencia de este pronunciado pico en N? en regiones de alta densidad tiene
consecuencias apreciables para la energia cinética de oscilacion de ciertos modos.

A continuacién describiremos los resultados de nuestros calculos de pulsacion.
Para tal fin utilizaremos diagramas log(Exiy )-FPy v APy-P;. Las Figuras 6.15 a 6.19
muestran los diagramas log(Fyin)-Pr y APg-Py correspondientes a todos los val-
ores de My /M, considerados para modos con £ = 1, 2, 3 para modelos de enanas
blancas con To¢ =~ 11800 K. Las predicciones de la difusién dependiente del tiempo
son mostradas con circulos llenos, y los resultados a partir de la aproximacién de
equilibrio difusivo en la aproximacion de trace element son indicadas con circulos
vacios. Con la intencién de clarificar las figuras, la escala para la energia cinética
en el caso del equilibrio difusivo esta desplazada hacia arriba. Para periodos cortos,
las distribuciones de energia cinética de oscilacién y espaciamiento de periodos son
cualitativamente similares para ambos tratamientos de la difusién. Esto es particu-
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Figura 6.14: Panel superior: El término de Ledoux B para modelos of 0.6 M, y temperatura
efectiva = 11800 K, para los cinco valores de la masa de la envoltura de hidrégeno consideradas.
Las lineas sélidas corresponden a nuestros modelos con difusién dependiente del tiempo, y las
lineas de puntos muestran los resultados correspondientes al uso de la aproximacién de trace
element. Notemos que en el dltimo caso B muestra picos muy agudos y de gran magnitud en
la interfase hidrégeno-helio, en comparacién con los resultados de la difusién dependiente del
tiempo. Panel inferior: el logaritmo del cuadrado de la frecuencia de Brunt-Vaisala.

larmente notorio en el caso de los valores bajos de My/M,. El rasgo sobresaliente
ilustrado por estas figuras es el hecho de que a partir de un orden radial suficien-
temente alto, digamos £’, y dependiendo del valor de ¢, la distribucién de energia
cinética es notablemente suave cuando se trata de modelos con difusién dependiente
del tiempo. Esto es valido aun para las envolturas mas finas analizadas. Notemos
que, particularmente para envolturas delgadas de hidrégeno, el valor k£’ se torna
mas pequeno en la medida en que el valor ¢ se incrementa. Como una ultima obser-
vaci6n, diremos que para la envoltura de hidrégeno més gruesa (ver Figura 6.15),
la uniformidad de la distribucién de energia cinética (esto es, la ausencia de senales
apreciables de mode trapping) tiene lugar para periodos més largos que ~ 400 - 500
s independientemente del valor de ¢ 4.

El comportamiento descripto en el paragrafo precedente estd en contraste con
la situacion encontrada para los modelos con equilibrio difusivo. En efecto, en-
contramos que, como resultado del empleo de la aproximacion de trace element,
la presencia de mode trapping se manifiesta para todo el rango de envolturas de
hidrégeno y todo el intervalo de periodos considerado. Como mencionamos, este es
un resultado encontrado por otros autores (Brassard et al. 1992ab; Bradley 1996).
Los modos atrapados corresponden a minimos locales en energia cinética. Notemos
que, a medida que My/M, decrece, el nimero de modos atrapados se torna mar-
cadamente menor, y también el contraste en energia cinética entre modos atrapados
y los no-atrapados se incrementa, como han encontrado Brassard et al. (1992b) (ver
sus figuras 20a y 20b). Como ha sido detallado por estos autores, para modelos con

4Un resultado similar fué encontrado en la Seccién anterior en al marco de célculos evoltivos
completos que toman en cuenta la historia del progenitor de la enana blanca.
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envolturas gruesas de hidrégeno, la transicién de hidrégeno-helio estd localizada a
profundidades relativamente grandes, de manera tal que las autofunciones radiales
de los modos adoptan muy bajas amplitudes. Como consecuencia, la reducciéon en
la amplitud de las autofunciones causada por la presencia de la interfase quimica no
es muy apreciable para los modos atrapados, y entonces sus valores de Fy;, no dis-
minuyen mucho (see Figs. 6.15, 6.16 y 6.17). En contraste, para envolturas finas de
hidrégeno, los minimos en Ey;, para modos atrapados es mas notable, debido a que
la interfase hidrégeno-helio estd localizada en una region en la cual las autofunciones
tienen mayores amplitudes.

La situacién es muy diferente cuando la difusiéon dependiente del tiempo es adop-
tada para modelar las interfases quimicas. Como resultado de la suavidad causada
por la difusion de elementos, las autofunciones no son sustancialmente perturbadas
por los cambios en densidad en las interfases. Entonces los modos tienen valores
Fiin similares, al menos a partir de un dado valor k’. Asi, concluimos que para
todos los valores de My /M., la presencia de mode trapping se torna entonces con-
siderablemente mas débil cuando la forma de la composiciéon quimica en la interfase
hidrégeno-helio es evaluada en el marco de la difusién en no-equilibrio. Sin embargo,
notemos que las diferencias obtenidas entre ambos tratamientos de la difusién no
son muy importantes en lo referente a la distribucién de AP;. Una inspeccién cer-
cana del comportamiento de esta cantidad revela la influencia de las otras interfases
quimicas, tales como la transicién helio-carbono. Las senales de mode trapping cau-
sadas por esta interfase consisten en minimos secundarios en AP.

Otro interesante rasgo mostrados por estos diagramas es la presencia de ciertos
modos caracterizados por valores realzados de sus energias cinéticas. La existencia
de estos modos estd relacionada con el pico mas interno en el término de Ledoux.
Estos modos estan caracterizados por amplitudes relativamente grandes en la region
central de alta densidad de la estrella. Esto puede claramente ser apreciado en la
Figura 6.20, en la cual mostramos la densidad de energia cinética de oscilacion
(dExin/dr) en funcién del radio estelar, correspondiente a los modos con k = 23, 24
y 25y £ = 2 en un modelo con log(My/M,) =-3.941 (ver Figura 6.2). Esta funcién es
proporcional al integrando de la Ecuacién (3.18), y ha sido empleada, por ejemplo,
por Gautschy, Ludwig & Freytag (1996). Dicha funcién proporciona informacién
similar a la que d4 la funcién de peso (wf). Notemos la gran amplitud de dEyy,/dr
correspondiente al modo centralmente realzado (k= 24), comparado con los modos
adyacentes (k= 23 y 25). La presencia de modos centralmente realzados se traduce
en minimos muy pronunciados en los diagramas APg-P,. Un hallazgo similar ha
sido reportado por Gautschy et al. (1996). Es también importante notar que en el
caso de modelos con difusiéon dependiente del tiempo, la presencia de tales modos
centralmente realzados en el espectro de energia es mucho mas clara que en el caso
de modelos calculados bajo la suposicion de equilibrio difusivo en la aproximacién
de trace element, en el cual el efecto de mode trapping en las capas externas es el
rasgo dominante.
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Figura 6.15: El logaritmo de la energia cinética de oscilacién y el espaciamiento de periodos
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ores), para un modelo de enana blanca de 0.6 Mg a Teg ~ 11800 K y log(Myu/M,) = -3.941.
Los valores de Ey;, corresponden a la normalizacién usual y; = 1 en r = R,. Por claridad,
la escala para la energia cinética en el caso de equilibrio difusivo estd desplazada hacia arriba

por 1 dex. La flecha indica un modo centralmente realzado con £ = 2, k = 24.
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estelar para modos con orden radial £ = 23 (linea de puntos), k = 24 (linea sdlida) y k = 25
(Iinea de trazos) para £ = 2. El modelo de enana blanca tiene una temperatura efectiva de
Ter = 11800 K y una masa de la envoltura de hidrégeno My /M, = -3.941. El panel interno
muestra el perfil del término de Ledoux B. Notemos que el modo k = 24 (el cual es un

modo centralmente realzado) adopta grandes amplitudes de (dEyin/dr) en comparacién con
los modos adyacentes. Esto es particularmente cierto para la regidn limitada por el centro
estelar y la localizacién del primer pico en B. Como resultado, el modo k£ = 24 tiene un valor

realzado de su energfa cinética de oscilacién (Eyy) (ver Figura 6.15).



Capitulo 7

Conclusiones y proyectos futuros

A continuacién enumeramos brevemente los principales hallazgos y conclusiones del
presente trabajo de Tesis.

e El cédigo de pulsaciones que hemos desarrollado funciona satisfactoriamente,
no so6lo para modelos estelares simples como las politropas, siné también para
el caso de modelos realistas de estrellas enanas blancas, proporcionando resul-
tados que estan en muy buen acuerdo con resultados independientes de otros
investigadores.

e La aplicacion de un tratamiento autoconsistente para el modelado de las re-
giones de transiciéon quimica teniendo en cuenta los procesos de difusién mi-
croscopica dependiente del tiempo tiene un fuerte impacto sobre el espectro
pulsacional de los modelos de estrellas ZZ Ceti, en particular en lo referente a
los perfodos de oscilacién (P) y su variacién secular (P).

e Hemos puesto en evidencia la inconsistencia de la aproximacién de trace el-
ement en el modelado de las transiciones de composicién quimica, dado que,
por construccion, dicha aproximacion introduce una discontinuidad artificial
en la derivada de los perfiles quimicos. En efecto, este rasgo luego se tra-
duce en formas abruptas de la frecuencia de Brunt-Viisilé en dichas regiones,
que ultimamente tienen serias consecuencias en el espectro pulsacional de los
modelos estelares. También hemos hallado que la suposicién de equilibrio difu-
sivo, alin sin emplear la aproximacién de trace element, es inadecuada para el
modelado de las interfases quimicas. De hecho, en nuestras simulaciones hemos
encontrado que esta suposicién conduce a un flash termonuclear de hidrégeno
que aparta inmediatamente al modelo estelar de su track de enfriamiento de
enana blanca en el régimen de las ZZ Ceti. Esto es valido al menos en un
modelo de enana blanca con interior de carbono-oxigeno, M, = 0.55M y una
envoltura gruesa de hidrégeno.

e Nuestro tratamiento de la difusiéon dependiente del tiempo predice resulta-
dos astrosismoldgicos para el caso de la ZZ Ceti G117-B15A en buen acuerdo
con los obtenidos por Bradley (1998b), quien empleé la aproximacién de trace
element. De todas maneras, cabe resaltar que en dicho andlisis s6lo cuatro
periodos de oscilacién son analizados (correspondientes a los perfodos obser-
vados en esa estrella). Es factible encontrar diferencias mas notables en un
estudio astrosismolégico de algiin otro miembro de la clase de las ZZ Ceti
donde un nimero mayor de periodos esté presente en su curva de luz.
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e El fenémeno de mode trapping se debilita marcadamente cuando las inter-
fases de composicion quimica son tratadas mediante un esquema de difusion
dependiente del tiempo, en contraposicién al usualmente empleado hasta el
momento, esto es, el equilibrio difusivo en la aproximacion de trace element.
Este debilitamiento del trapping de modos es particularmente notable en la
region de periodos largos en modelos de enanas blancas con distintas masas de
la envoltura de hidrégeno. Esta conclusién es vdlida al menos para modelos de
enanas blancas de masa intermedia (M, ~ 0.55 — 0.65M), aunque un efecto
similar, quizas no tan notable, es esperable en modelos méas masivos. El hecho
de que el mode trapping sea mucho menos “eficiente” en nuestros nuevos resul-
tados pone en duda la cominmente aceptada creencia de que sélo los modos
atrapados en la envoltura de hidréogeno de las ZZ Ceti son capaces de alcanzar
amplitudes apreciables y ser observados.

En este punto, creemos que nuestro estudio adiabatico de pulsaciones ha dado
resultados suficientemente relevantes en el campo de las estrellas ZZ Ceti, y pen-
samos que seria muy interesante repetir estos calculos, esta vez analizando las pulsa-
ciones en el caso mas general no-adiabatico. Desde el punto de vista matematico, el
problema es bastante mas intrincado, dado que es necesario resolver un sistema de
ecuaciones de sexto orden en variable compleja (equivalente a un problema de orden
doce en variables reales), en lugar del problema adidbatico, mas simple, gobernado
por un comjunto de cuatro ecuaciones en variable real. Al momento de finalizar la
escritura de este manuscrito disponemos de una versiéon no-adiabatica del cédigo de
pulsaciones presentado aqui. Entonces, el paso natural siguiente es poner a prueba
y refinar esta nueva versién no-adiabdatica del cédigo de pulsaciones, lo cual nos per-
mitird luego re-examinar varios puntos abordados en la presente Tesis, tales como
el fenémeno de mode trapping. También, en este contexto, nos proponemos obtener
una estimacion de la temperatura efectiva del borde caliente de la banda de inestabi-
lidad, y su dependencia con los diferentes tratamientos del transporte convectivo en
la zona superficial de las ZZ Ceti. Planeamos analizar la excitacién de modos no sélo
a través del mecanismo k, sino también implementar un nuevo mecanismo hallado
muy recientemente, denominado convective driving (Goldreich & Wu 1999).

Otro aspecto que deseamos abordar en el futuro es el efecto de la cristalizacion
sobre las pulsaciones en variables ZZ Ceti. Este no seria un mero ejercicio académico,
dado que se tiene conocimiento de la existencia de una ZZ Ceti masiva, BPM 37093,
de la cual se supone que debe tener gran parte de su interior en fase sélida.

Finalmente, es necesario decir que en todos los estudios futuros pondremos
énfasis en el empleo de modelos estelares de enanas blancas lo mas detallados posi-
bles, que tengan en cuenta todos los procesos de evolucién previa de sus progenitores,
partiendo desde la secuencia principal. Este punto es extremadamente importante
dado que, como se ha visto a lo largo de la Tesis, el espectro pulsacional de las enanas
blancas es fuertemente dependiente de la distribucién de abundancias quimicas en
sus interiores. El empleo de modelos con estas caracteristicas nos permitira también
abordar el estudio de las otras tres clases de enanas blancas pulsantes: las DBVs,
DOVs y las PNNVs.



Apéndice A

A.1 Ecuaciones de pulsaciéon

En lo que sigue, vamos a partir de las conocidas ecuaciones de la hidrodinamica
para llegar finalmente al conjunto de ecuaciones diferenciales cuya solucién propor-
ciona las autofunciones y autovalores (autofrecuencias) de oscilacién para el caso
de pulsaciones no-radiales adiabaticas y lineales en modelos estelares esféricamente
simétricos (esto es, no rotantes y sin campos magnéticos). El tratamiento que
seguiremos reproduce en forma abreviada la derivacién de Unno et al. (1989).

Las ecuaciones bésicas de la hidrodindmica son la ecuacién de conservacién de
la masa

dp
a+V( pil) =0, (A1)

la ecuacién de conservacién del momentum
0
<8t+u V)u—pf Vp — pV<I>+d1VT (A.2)

y la ecuacién de conservacién de la energia

=3 -

0 -
pT (ajtﬁ-V)S:p(antsv)—V- R- (A.3)

Aqui p es la densidad, p la presion, 7' la temperatura, @ la velocidad del fluido, S
la entropia especifica, ® el potencial gravitatorio, f las fuerzas externas, T el tensor
de tensiones de viscosidad, ey es el rate de generacion de energia nuclear, ey es la
generacion de calor por viscosidad, Fr el flujo radiativo de energia, y finalmente, v
es el operador gradiente. Las otras ecuaciones a considerar son la de Poisson,

V20 = 4Gy, (A.4)
y la ecuacién de difusién radiativa,
Fr=—-K VT, (A.5)

donde G es la constante de gravitacién y V? el operador Laplaciano. K es la con-
ductividad radiativa, dada por

K= %TE’ (A.6)

siendo a la constante de densidad de radiacion, c la velocidad de la luz y k la
opacidad radiativa. Haciendo las siguientes suposiciones:
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e f =~ 0 en ausencia de campo magnético y considerando un fluido autogravi-
tante,

e divY =~ 0,ey ~ 0 ya que la viscosidad es pequena en el interior estelar en
ausencia de conveccion,

y usando la notacién ¥ para distinguir la velocidad sin conveccién de la @ (velocidad
general que puede incluir campos de velocidad turbulentos), las Ecuaciones (A.1)-
(A.5) pueden escribirse como:

p = —
- . = A.
5 TV (00) =0, (A7)
8 L= 5 — —
p (E + 7- V) 7=-Vp—p Vo, (A.8)
a o= — —
pT (a—%vV)S:pSN—V R (A.9)
V20 = 4G, (A.10)
Frn= —29¢ oy, (A.11)
Kp

siendo (A.8) la ecuacién de Euler para un fluido no-viscoso.

Si ahora consideramos un estado de equilibrio (designando las correspondientes
variables con subindice 0), para el cual o5 = 0y 2 = 0, las Ecuaciones (A.7)-(A.11)
se transforman en:

—6}70 — poﬁq)() =0, (A.12)
POEN,0 — V- F;,o =0, (A.13)
V20, = 471G py, (A.14)
Fro = —K,VT. (A.15)

Nétese que la Ecuacién (A.12) es la condicién de equilibrio hidrostético.

Con el objeto de obtener las ecuaciones de oscilacién, vamos a considerar que a
este estado de equlibrio del sistema le aplicamos pequenas perturbaciones. Ya que
estas perturbaciones son pequenas, el andlisis serd lineal, de modo que conservaremos
términos a primer orden y descartaremos ordenes superiores. Perturbaciones de
ciertas cantidades f pueden matematicamente ser descriptas de dos maneras, esto
es, como variaciones Lagrangianas, ¢ f, o Eulerianas, f':

§f(rt) = f(7t) — folF)
flmt) = f(7 1) = fo(7) (A.16)
Definimos £ = ér = 7 — 7 como la variacién Lagrangiana de la posicién de un

elemento de fluido. La relacién (a primer orden) entre los dos tipos de variaciones
es (Lynden-Bell & Ostriker 1967):

SF(Ft) = f1(7, 1) + €V folP). (A.17)

t
t
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La variacién (Lagrangiana y Euleriana) en la velocidad, dado que vy = 0, seré:

N
T=0v=0v =—. A18
o (A.18)
A continuacién vamos a linealizar las Ecuaciones (A.7)-(A.11), para lo cual es-
cribiremos cada variable en su forma perturbada (empleando variaciones Eulerianas):

—

p=po+p;p=po+p; D=0+ - ;T =0+ (A.19)

Reemplazando la forma (A.19) para las variables perturbadas en las Ecuaciones
(A.7)-(A.11), despreciando términos conteniendo potencias > 2 de las perturba-
ciones o productos de las mismas, y recordando que las variables en equilibrio sat-
isfacen las Ecuaciones (A.12)-(A.15), obtenemos:

/

op

=t V- (po?) = 0, (A.20)
ov =/ = 5/ S,
rn +Vp + pV® + p VP, =0, (A.21)
0 ! R ! =
V20 = 4rGp' (A.23)
Fr=—-KVT' — K'VT, (A.24)

Las Ecuaciones (A.20)-(A.24) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales lineales y homogéneas, cuya solucién proporciona las perturbaciones p/,
T', @', etc y la variacién en la velocidad 7 = v/ = 6v o la variacién Lagrangiana
del desplazamiento, E Los coeficientes son combinaciones de cantidades en equi-
librio las cuales sélo dependen de la coordenada r dado que estamos considerando
simetria esférica del modelo no-perturbado: py = po(r), To = To(r), Po = Po(r), ete.
Por simplicidad en la notacion, de aqui en mas omitiremos los subindices 0. Las
perturbaciones (variaciones Eulerianas) son funciones del tiempo y las coordenadas:

o= (r0,0,t); p'=p'(r,0,0,1); ® =3 (r,0,¢,1); etc

En este punto podemos hacer una separacién de variables, suponiendo que todas
las perturbaciones tienen dependencia temporal oscilatoria de la forma e, donde
o es la frecuencia angular de oscilacion, la cual se relaciona con la frecuencia ciclica
vy el periodo P a través de v = /27 = 1/P. De esta forma:

pr0,6,t) = p(r0,6)e"
p,(r’ 0’ ¢, t) = pl(r7 9’ ¢)€Zat
®'(r,0,¢,1) ®'(r,0, p)e™
£(r,0,0,t) = £&(r,0,4)e" (A.25)
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Consideremos la siguiente relacién termodindmica (Unno et al. 1989):

! 1 T
PP e —viaLss (A.26)
p Tip P
donde
Olnp OlnT
r— (alnp); Vot = (alnp)s (A.27)

Aqui el subindice S denota entropia constante, &, es la componente radial de 5, y A
es una conocida cantidad relacionada con la inestabilidad convectiva:

_dlnp 1dlnp
~dr Ty odr

Utilizando las formas (A.25), la relacién (A.26), y operando con las Ecuaciones
(A.20)-(A.24) obtenemos:

1/(0 g 0P’

<ar + F1p> P - (0 + gA) &t 5o = gVad 55 (A.28)
1 8(7‘25,«) 1 dlnp p VI 0
— r —= O =V,9— A2
r 87“ F]_ f Flp + 0_2 p + VJ_ V d 55 ( 9)

1 / 2T
(—3 29 v’j) @' — 4nGp (Fp— - A{;}) = —47erad—5S (A.30)

r2dr  Or 1p
iopT6S = (pey) — :—26(7;? ) + V2 (KT, (A.31)
Fl = —K%j: = K'Cgl (A.32)
donde V2 es el operador diferencial
Vi = :—2@ lsm 0% <51n0 9 ) + %;] , (A.33)

F] es la componente radial de la variacién Euleriana en el flujo, 15;’2

En esta forma hemos eliminado la dependencia temporal. Las Ecuaciones (A.28)-
(A.32) poseen coeficientes dependientes solamente de 7, y el tinico operador diferen-
cial respecto de los angulos 8 y ¢ es V2. Se puede entonces separar la dependencia
angular de la radial en cada perturbacién. La parte angular puede ser especificada a
través de los armoénicos esféricos Y™ (6, ¢), los cuales son autofunciones del operador
L? = r2V? (a veces denominado Legendriano) con autovalores £(£ + 1). Esto es:

L2Y(6, 8) = £(£+ 1)Y{"(9, 6). (A.34)
donde los armoénicos esféricos de grado £ y orden acimutal m estan dados por:

2041 (£ — |m]|)!
2r (0 + |m|)!

1/2
Y[(0,6) = (~1)0m P2 [ ] P (cos ) 6
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conm=—/---,—1,0,1,---, L.
Con esta separacién de variables, las perturbaciones toman la forma:

p(r,0,6) = p(r)Y;"(0,9)
d'(r,0,¢) = D'(r)Y;™(0,9)
T'(r,0,¢) = T'(r)Y;"(0,9) (A.35)

etce

y para la variaciéon Lagrangiana del desplazamiento:

0 1 0

%,ﬁt(ﬂ@@ Y™ (0, 9), (A.36)

—

E(r.0,6) = [w),&t(r)

fr) = — (’i' + <1>') (A.37)

o’r \ p

Con las formas (A.35) para las perturbaciones, las Ecuaciones (A.28)-(A.32)
toman la forma:
ldp) ¢ do’

T
"Iy (N2 — gVt A.
pdr+pc§p+< o®) & + e gVadp(SS, (A.38)

r2 dr I, dr

1 &' 1 / 2 2
d (ﬁd ) D g AmGp (p—2 + ﬂ&) = _47Gvad£55(A-40)
pes g p

o2

2 2,2
pcs o*r

1d(r%,) 1dl L\ v ft+1 T
(r¢,) 1 Hpgr_{_( e) p (£ + )@':Vad%(ss, (A.39)

ca\" @) e
d1’ T
K—-=-F —K’Cfi—r (A.41)

1r2F e+ 1)
r2 dr r2

iopTSS = (pen) — KT, (A.42)

siendo ¢, = (['1p/p)'/? la velocidad local del sonido.
N y Ly son la frecuencias de Brunt-Vaisala y la frecuencia de Lamb, respectiva-
mente, y estan dadas por:

1 dlnp dlnp
N> =g+ - = —gA A4
g<F1 dr dr ) I (A.43)
L = WJ,; 1)c§ (A.44)
r

Estas dos frecuencias criticas juegan un papel fundamental en la teoria de oscila-
ciones estelares no-radiales. En particular, la frecuencia de Brunt-Vaisala define
las caracteristicas globales del espectro de modos g. En el caso de pulsaciones de
enanas blancas el computo de esta cantidad requiere de un tratamiento numérico
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especial, sobre todo en las regiones centrales (altamente degeneradas) de estas es-
trellas, donde se cumple que I'7!(dInp/dr) ~ (dIn p/dr). A raiz de esta propiedad,
en el caso de las enanas blancas es necesario evaluar N con una formulaciéon mas
adecuada desde el punto de vista numérico (Ver Eq. 3.21 del Capitulo 3).

Las Ecuaciones(A.38)-(A.42) proporcionan la parte de las perturbaciones que
depende de 7, esto es, p'(r), ®'(r), T'(r), etc, en el caso de oscilaciones no-radiales,
lineales, no-adiabaticas. En la aprozrimacion adiabdtica se supone que no hay inter-
cambio de calor entre las distintas partes del fluido al oscilar'. Esta condicién es
equivalente a decir que la entropia especifica se conserva, de tal forma que

§S = 0. (A.45)

Con la condicién (A.45), la relacién termodindmica (A.26) adquiere la forma
simple:

! ., N2
p,:%+€/; ’ (A.46)

la cual proporciona la perturbacién en densidad en términos de la perturbacién en
la presién. Las Ecuaciones (A.38)-(A.40) se reducen ahora a:

1d(r%,) ¢ L2\ p 0e+1)

——— - =€, ——= | —==——29 A4
rZ dr cgg + o? ) pc? o2r? (A.47)
ldp' g , 5 o A’

- = N2 — = — , A48
pdr+pc§p+( o*)¢ dr (A.48)
1d [ ,dd e+1) P’ N2

— = S ML o). A4
r2dr (r dr ) 72 mGp pc? + g & (A-49)

Las Ecuaciones (A.47)-(A.49) junto con las condiciones de borde apropiadas para
el centro (r = 0) y la superficie estelar (r = R,), constituyen un problema de auto-
valores (con autovalor 0?) el cual debe resolverse para encontrar los modos normales
de oscilacién. Notemos aqui que ninguna de las Ecuaciones (A.47)-(A.49) involucra
el orden acimutal (m) en sus coeficientes, lo cual dé origen a una degeneracién en los
autovalores: hay 2¢ + 1 autovalores degenerados. Dicha degeneraciéon es destruida
por la presencia de, por ejemplo, rotacién o campos magnéticos.

Las Ecuaciones (A.47)-(A.49) aplicadas a modelos estelares generales no poseen
solucién analitica? por lo cual es necesario resolverlas numéricamente. Para tal fin
es adecuado reformularlas en términos de cantidades adimensionales. Consideremos
los siguientes cambios de variables:

51" 1 ' ! 1 ! 1 ' 2 i’ 2
S Y DU VAN L L o2 (A.50
Y1 r ; Yo gr 5 U3 qr 5 Ya g d/]" ) GZ‘ [* ( )

De esta manera las incégnitas pueden expresarse como:

dd’ GM
Lo & . _ .2 * 2
& =ry; ' =pgr(ye —ys); ' =grys; —— =gys 0° = —w (A.51)
dr R?
'La condicién de adiabaticidad se cumple principalmente en las regiones internas de las estrellas,
pero no en las regiones préximas a la superficie estelar.
2excepto para el caso de una esfera homogénea.
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La sustitucién de (A.51) en las Ecuaciones (A.47)-(A.49) d4, finalmente, el sigu-
iente sistema de ecuaciones adimensionales:

L)
dr

dys

dr

dys
x —_—

dr

dys
m —_—

dr
donde

U =

Cy =

A*:—TA=3N2:r<—
g

Le+1)

=(Vo—3)y1 + lw

- %] Y2 + ng3;
= (Ciw? = A) g1 + (A" = U+ 1) yo — A'ys,

:(1_U)y3+y47

= UA*yl—i-UV;,yz—i-[E(E—l— 1) — UV:,]]yg — Uy4,

V. 1ldlnp gr grp

I, T,dlnr ¢z Typ’

_dInM,  Ampr?

dlnr M, ’

(L)3 M,
R.) M,’

1 dlnp B dlnp
Iy dr dr |~

(A.52)

(A.53)

(A.54)

(A.55)

(A.56)

(A.57)

(A.58)

(A.59)

La variable adimensional z es la coordenada radial escaleada con el radio estelar
(x =r/R.), M, es la masa dentro de una esfera de radio r, y M, es la masa total
de la estrella.



Apéndice B

B.1 La aproximacion de Cowling

La aproximacién de Cowling (Cowling 1941), consiste en despreciar la perturbacién
&' y su derivada en las Ecuaciones (A.47-A.49) del Apéndice A. Esta es una muy
buena aproximacién en la medida en que uno considera modos de érdenes altos
(k,£ > 1). De esta forma obtenemos:

1d(r%,) ¢ L2\ p

il — Z¢, 1- =) = =0, B.1
r2 dr cgg * o? ) pc? 0 (B-1)
1dp' + ﬁp' + (NQ - 02) & =0. (B.2)
pdr — pc;

Con el siguiente cambio de variables (Unno et al. 1989)

) 03

0 2
! r N2
n= i exp (—/ —dr) , (B.4)
p 0 g
las anteriores ecuaciones se transforman en
dé r? (I3 N
—=h(r)—=|—= -1 B.5
dr (r) c? <02 m (B.5)
dn 1 9 9\ ~
bt A - N B.6
dr  r2h(r) (U )f, (B-6)
donde

h(r) = exp [ /0 ' (N?Q - C%) dr] . (B.7)

N y L, son, respectivamente, las frecuencia de Brunt-Vaisila y la frecuencia de
Lamb (ver Apéndice A).
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Apéndice C

C.1 Ecuaciones de estructura y evolucion estelar

En ausencia de campos magnéticos, rotacién y fuerzas de marea, las ecuaciones que
describen la estructura y evolucién de una estrella son:

aﬁ% - 4;7p (1)
a?\];, - _fjﬁ ’ (C.2)
aa]{;; =en—6,,—0p88—€+%%, (C.3)
aaj\i - _jﬁgv (C.4)

Las Ecuaciones (C.2), (C.3) y (C.4) representan el equilibrio hidrostatico, la
conservacién de la energia, y la conservacién y transporte de energia a través de
la estrella. Aqui 6 = —(0lnp/0InT), y V = (dInT/dInp) es el gradiente de
temperatura, cuyo valor dependera de la manera en que el transporte de energia se
realiza: en forma radiativa o convectiva. El resto de los simbolos tienen el significado
usual.

Estas ecuaciones contienen funciones que describen las propiedades del material
estelar tales como la densidad p, la energia liberada por reacciones nucleares ¢,,
las pérdidas de energfa por neutrinos €,, la opacidad x y el calor especifico C,.
Estas cantidades son funciones de la presién, temperatura y composicién quimica,
y son dadas por la microfisica particular del problema. Las Ecuaciones (C.1) a
(C.4) constituyen un set de ecuaciones diferenciales parciales no lineales, siendo la
coordenada masa M, y el tiempo ¢ las variables independientes.

Estas ecuaciones deben ser complementadas con las ecuaciones diferenciales que
describen los cambios en las abundancias de composiciéon quimica debido a reacciones
nucleares, mezcla convectiva y difusién microcépica. En forma esquematica, estas
ecuaciones pueden escribirse como

() () el (8

donde n; es el nimero de particulas por unidad de volumen de la especie i. El primer
término del miembro derecho representa el cambio resultante de las reacciones nu-
cleares, y el segundo el cambio producido por diferentes mecanismos de mezcla:
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conveccion, semiconveccién, difusion microscépica. Por cada especie quimica rele-
vante hay una ecuacién de la forma (C.5) y todas estdn acopladas entre si, es decir
que en realidad (C.5) representa un sistema de I ecuaciones diferenciales acopladas
(I es el nimero total de especies nucleares consideradas).

Brevemente, consideremos la contribucion debida a las reacciones nucleares. Una
dada especie nuclear puede ser creada y aniquilada luego de numerosas reacciones
nucleares con otras especies. Si (vo);; indica la tasa de reacciones nucleares por par
de particulas entre las especies i y j, y (vo)w la correspondiente a las reacciones
entre particulas k£ y [ que producen particulas i, tenemos

(%’1) _— ;@a)ijninj + 3" (vohumny (C.6)

k,l

La primer sumatoria corresponde a las reacciones que destruyen particulas de la
especie 7, mientras que la segunda corresponde a las reacciones que las crean. En
particular, se utiliza un esquema de linealizacién implicito para la solucién de estas
ecuaciones (Arnett & Truran 1969).

La segunda contribucién en la ecuacién (C.5) representa una variedad muy am-
plia de procesos de mezcla que pueden modificar la composicién quimica en una dada
regién de la estrella, de los cuales el més conocido es la conveccién. Con respecto a
la conveccion, hemos considerado que los procesos de mezcla son instantaneos, dado
que la escala de tiempo de dichos procesos son varios 6rdenes de magnitud menores
que las escalas de tiempo en las cuales las especies quimicas cambian por efectos de
las reacciones nucleares.

Antes de terminar esta seccién, mencionaremos brevemente la forma en que opera
el cédigo de evolucién en relacién a los cambios producidos en las abundancias
de composicién quimica. Los cambios de la composicion quimica en un modelo
estelar, dados por el conjunto de Ecuaciones (C.5), no son tratados en el cidigo de
evolucion estelar de manera completamente autoconsistente con los cambios en las
variables de estructura estelar. En efecto, al momento de integrar las ecuaciones
de estructura estelar en un paso temporal (At) la composicién quimica se supone
conocida. Una vez obtenidas 7', p, r y L, al tiempo, digamos, %,, se avanza la
composicién quimica mediante la integracién (empleando las variables de estructura
en t,,) de las Ecuaciones (C.5) al nuevo tiempo, ¢,,; = t,,+ At. Luego se avanzan las
variables de estructura al tiempo ¢, 1, y asi sucesivamente. La resolucién simultdnea
de las ecuaciones de estructura y de composicion quimica implica un enorme costo
computacional. De hecho, no es imprescindible cuando el paso temporal se mantiene
suficientemente pequeno como para que, tanto las variables de estructura como la
composicion quimica, no cambian demasiado en cada paso de integracion.

En la siguiente seccién incluimos el formalismo considerado en nuestros célculos
para el tratamiento de la difusion microscépica.

C.2 Ecuaciones de difusion

Bajo la influencia de la gravedad, presiones parciales, gradientes térmicos y cam-
pos eléctricos inducidos, las velocidades de difusiéon en un plasma multicomponente
satisfacen el set de ecuaciones de difusién (Burgers 1969)
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Aqui, p;, pi, ni, Z; y m; significan, respectivamente, la presion parcial, densidad
de masa, niimero densidad, carga media y masa para la especie i (N es el niimero de
especies i6nicas més los electrones). T, kg y VT son la temperatura, la constante de
Boltzmann y el gradiente de temperatura, respectivamente. Las variables descono-
cidas son las velocidades de difusiéon con respecto al centro de masa, w;, y los flujos
de calor residuales r; (para iones y electrones). En adicién, el campo eléctrico E
debe ser determinado. Los coeficientes de resistencia (Kyj, 245, 2;; ¥ 2;) son aquellos
de Paquette at al (1986).

Para completar el set de ecuaciones, usamos las condiciones de flujo neto nulo
de masa

y corriente eléctrica nula

En términos del gradiente en el nimero densidad podemos transformar la Ecuacion
(C.7) en

1| N ST —m
o ZKij(wi_wj)+ ZKU Zijm L LY - ZeE =
i i i mi +m; .
nn;
i — kT ’, C.11
“ B dr ( )

donde
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dinT
dr ’

o; = —AimHg — kBT (012)
siendo A;, my, g y T el numero atémico, la masa del atomo de hidrégeno y la
gravedad, respectivamente. Escribiendo las incégnitas w;, r; y E en términos del
gradiente de la densidad de iones en la forma (similarmente para r; y E)

dlnn;
a9t g J C.13
w; = w; Z )Uza s ( )

iones(j

donde w{* indica la componente de la velocidad debida a la sedimentacién grav-
itacional y la difusién térmica. La suma en la Ecuacién (C.13) es afectada sobre
los iones solamente. Con las Ecuaciones (C.8) y (C.11) junto con (C.9) y (C.10)
podemos facilmente encontrar las componentes w;f’t y 0i; a través de inversiones
matriciales.

Ahora estamos en condiciones de encontrar la evolucién de la distribucién de
elementos a través del interior de la estrella resolviendo la ecuacién de continuidad.
Para tal fin, siguiendo el tratamiento de Iben & MacDonald (1985), escribimos la
ecuaciéon de continuidad como

ani _ 10 9 gt n; anj
ot r2or [T (wi i anam or

J

, (C.14)

la cual es resuelta por medio de un esquema semi-implicito en diferencias finitas.
més detalles son dados en Althaus & Benvenuto (2000). En particular, seguimos la
evolucién de los isétopos 'H, 2He, *He, 12C, *N y '60. Las condiciones de borde para
la Ecuacién (C.14) son 0n;/0r = 0 en el centro estelar y n; = 0 en la superficie. Con
el objeto de calcular la dependencia de la estructura de la estrella con las abundancias
variables en forma autoconsistente, el set de ecuaciones que describen la difusion ha
sido acoplado al cédigo evolutivo. Para tal fin, reemplazamos la condicién de borde
externa por la continuidad de la abundancia por masa X; en la envoltura. En el
centro, empleamos un desarrollo a segundo orden para n;. Una vez computados
los perfiles quimicos que resultan de los procesos de difusién microscépica men-
cionados anteriormente, evaluamos los cambios de abundancia quimica inducidos
por reacciones nucleares y mezcla convectiva. En particular, las opacidades radia-
tivas son calculadas para metalicidades consistentes con lo predicho por la difusion
microscopica.

C.3 Aproximaciéon de trace element

Aqui describimos las ecuaciones empleadas para incluir procesos de difusiéon suponiendo
equilibrio difusivo en la aproximacién trace element. Este tratamiento estd basado
en el trabajo de Arcoragi & Fontaine (1980) (ver también Tassoul et al. 1990).
Nos limitaremos a comentar s6lo los aspectos mas importantes involucrados en este
tratamiento.

Arcoragi & Fontaine (1980) consideran un plasma estelar constituido por dos
especies iénicas con carga promedio Z; y Zy y peso atomico A; y A,. También,
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la difusién térmica es despreciada y se considera la ecuacién de estado de un gas
ideal bajo la suposicion de que el plasma estd suficientemente diluido. Bajo estas
aproximaciones la velocidad de difusién wqs es:

8]11 Co + AQ — A1 81I1p A2Z1 — A1Z2 el
or A1 —+ ’}/AQ or A1 + ”}’AQ kBT )

W19 = Dm(l + ’)/) — (015)

D15 es el coeficiente de difusién, y ¢;, la concentracion de iones de especies 7, esta
definido como
n. .
ci = i o D (C.16)
n+ng  p1+po

siendo p; la presién parcial. E es el campo eléctrico, dado por

A Zy + Ay Zyy

E = , C.17
T ZiA 1)+ 2o (Za+ 1) 7 (C-17)

y v estd definido como
=D _Rk_= (C.18)

n Y4l C1

El resto de los simbolos tienen el significado usual. Notemos que las Ecuaciones
(C.16) y (C.18) son vélidas en un medio isotérmico, esto es, se estan despreciando
gradientes de temperatura. Ahora imponemos la situacion de equilibrio difusivo con-
siderando wq3 = 0, y a partir de las Ecuaciones (C.15-C.18) obtenemos la equacién
diferencial ordinaria para el perfil de equilibrio (ecuacién A5 of Arcoragi & Fontaine
1980). En la aproximacién de trace element (v < 1), para la especie 2 considerada
como minoritaria, tenemos

or or ’
donde

Olncy a281nq (C.19)

Con el objeto de implementar este tratamiento, Tassoul et al. (1990) dividen la
zona de transicién en dos partes: una superior en la cual el elemento 1 es dominante
y el elemento 2 es minoritario, y una inferior en la cual los roles de los respectivos
elementos son invertidos. Para la region superior el perfil de abundancia para el
elemento 2 considerado como minoritario estd dado por la Ecuacién (C.19) y para
la parte inferior de la zona de transicién la abundancia del elemento 1 (considerado
como minoritario) estd dada por

Olncy _ Odlng
or ' or

donde

(C.21)

A
on="2(1+2%)— 2, —1. (C.22)
Ay
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q es la masa fraccional (1 — M, /M,). La integracién de las Ecuaciones (C.19) y
(C.21) proporciona los perfiles de abundancia en equilibrio:

¢y = kog™ (regién superior de la interfase) (C.23)

c1 = k1g™ (regién inferior de la interfase) (C.24)

Invocando la condicion de continuidad en el punto medio de la interfase, obten-

emos la relacion
1

kot = krdy = 3, (C.25)
donde ¢, es la masa fraccional donde las abundancias de los dos elementos son
iguales; el valor ¢, es obtenido forzando la conservacién de la masa del elemento
1. Asi, en el caso de la regién de transiciéon de hidrégeno-helio, la masa fraccional
externa de hidrégeno (¢g = My/M,) es empleada para calcular ¢,,. Notemos que
los posibles cambios en los perfiles de equilibrio resultan sélo de leves cambios en los
estados de ionizacion de los elementos presentes en la interfase, o sea, variaciones en
los exponentes a; y oy (Tassoul et al. 1990).

Para implementar este tratamiento en el modelado de la regién de transicién
hidrégeno-helio, es necesario fijar pequenas abundancias a cero para evitar la pres-
encia de hidrégeno en regiones suficientemente profundas donde el carbono es abun-
dante. Por otra parte, si no hacemos esto, tendriamos hidrégeno presente en regiones
suficientemente calientes como para forzar a la estrella a experimentar un flash ter-
monuclear.



Apéndice D

D.1 Autovalores de politropas

En las Tablas D.1 a D.6 presentamos autovalores de politropas conn = 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5
y 4 para modos p, gy f en los casos £ = 2,3 y 4. La columna encabezada con IV, in-
dica el niimero total de nodos de la autofuncién y; = &, /r. Para los casos n = 3.5,4
(Tablas D.5 y D.6) dos columnas extras han sido incluidas, Ng y Np, las cuales
indican el nimero de nodos localizados en las zonas de propagacién G y P, respec-
tivamente (ver Figura 1.2). Noétese que para el caso n = 1.5 no existen modos g
(tienen autovalor w? = 0). Un hecho notable es lo que sucede con el nimero de
nodos en los casos n = 3.5 y 4. Aqui el numero total de nodos no se corresponde
con el orden radial del modo (indicado por el subindice de las letras g y p). Como
vimos al final de la Seccion 1.2.2 de la Introduccién, en modelos estelares con alta
condensacién central de masa, la correspondencia uno a uno entre el orden radial y el
nimero de ceros de la autofuncién radial deja de existir, y esto sucede en politropas
con n > 3.25. Asi, el modo fadquiere 2 nodos cuando n = 3.5, un nodo ubicado en
la zona P y el otro en la zona G. De esta forma el modo f es un modo de carécter
mixto, que oscila en ambas zonas de propagaciéon. Para n = 4 la situacién es ain
mas anémala: en los casos £ = 2y £ = 3 el modo f posee cuatro nodos, y en el
caso £ = 4 seis nodos, repartidos simétricamente en las zonas P y G. En este caso
incluso los modos p y g de bajo orden radial adquieren nodos extras (ver Tabla D6).
En estos casos es necesario utilizar un esquema de clasificaciéon adecuado, como el
que ha sido provisto por Scuflaire (1974). La regla es asignar a los modos el orden
radial de acuerdo a k = Np — Ng 6 Kk = Ng — Np, dependiendo de que el mayor
numero de nodos esté localizado en la zona P o en la zona G, respectivamente.
Como mencionamos antes, estos modos tienen naturaleza mixta, en el sentido de
que oscilan en ambas zonas de propagacién, G y P, y esto es una consecuencia de
que la frecuencia de Brunt-Viisdla adquiere un maximo local en la zona central de
los modelos politréopicos de alto indice n. Un diagrama de propagacion para el caso
n =4 con ¢ = 2 puede apreciarse en la figura 5 de Scuflaire (1974).

122



Tabla D.1: Autovalores w? para modos p (indice politrépico

n= 1.5)
Modo =2 Ny, =3 Ny, =4 Ny,
p1 10.287120 1 13.658657 1 16.746470 1
P2 23.514952 2 28.608011 2 33.408750 2
P3 41.304993 3 48.184728 3 54.746908 3
P4 63.472905 4 72.196211 4 80.570788 4
Ps 89.921092 5 100.53369 5 110.76522 5
Ps 120.59360 6 133.13122 6 145.25664 6
pr 155.45677 7 169.94703 7 183.99629 7
Ps 194.48965 8 210.95388 8 226.95107 8
P9 237.67871 9 256.13348 9 274.09793 9
P10 285.01513 10 305.47393 10 325.42428 10
P11 336.49254 11 358.96438 11 380.90745 11
P12 392.10842 12 416.60177 12 440.54933 12
P13 451.85606 13 478.37751 13 504.33964 13
P14 515.73657 14 544.29182 14 572.27541 14
P15 583.74940 15 614.34645 15 644.35374 15
P16 655.88803 16 688.52147 16 720.56327 16
P17 732.15757 17 766.86437 17 800.91826 17
Pis 812.55919 18 849.28193 18 885.39665 18
P19 897.08178 19 935.85572 19 974.01502 19
P20 985.73912 20 1026.5748 20 1066.7759 20
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Tabla D.2: Autovalores w? para modos g, f, y p (indice

politrépico n= 2.0)

Modo (=2 Ny, (=3 Ny, =14 Ny,
goo  0.0090505 20 0.0172918 20 0.0275532 20
g9 0.0099312 19 0.0189327 19 0.0301037 19
gis  0.0109474 18 0.0208192 18 0.0330258 18
gz 0.0121283 17 0.0230029 17 0.0363954 17
gie  0.0135119 16 0.0255501 16 0.0403094 16
g5 0.0151476 15 0.0285466 15 0.0448922 15
gia  0.0171008 14 0.0321052 14 0.0503057 14
gz 0.0194599 13 0.0363762 13 0.0567642 13
gio  0.0223462 12 0.0415641 12 0.0645557 12
811 0.0259305 11 0.0479528 11 0.0740751 11
gio  0.0304587 10 0.0559456 10 0.0858756 10
g9 0.0362966 9 0.0661311 9 0.1007510 9
gs 0.0440071 8 0.0793966 8 0.1198744 8
g7 0.0544936 7 0.0971304 7 0.1450371 7
g6 0.0692830 6 0.1216056 6 0.1790874 6
g5 0.0911264 5 0.1567581 5 0.2267757 5
g4 0.1254077 4 0.2099006 4 0.2965133 4
g3 0.1838976 3 0.2959379 3 0.4043646 3
g2 0.2967409 2 0.4493971 2 0.5842435 2
g1 0.5633168 1 0.7674575 1 0.9185239 1
f 3.1132862 0 4.9535015 0 6.3308255 0
p1 11.554915 1 14.905582 1 17.846970 1
P2 24.074041 2 28.956621 2 33.421329 2
P3 40.631430 3 47.069877 3 53.070602 3
D4 61.132876 4 69.159996 4 76.723032 4
D5 85.510349 5 95.159545 5 104.31461 5
P6 113.71605 6 125.01832 6 135.79467 6
p7 145.71622 7 158.69909 7 171.12389 7
Ds 181.48677 8 196.17411 8 210.27186 8
Po 221.01029 9 237.42258 9 253.21495 9
pio  264.27421 10 282.42881 10 299.93480 10
pin 311.26913 11 331.18065 11 350.41676 11
piz  361.98831 12 383.66943 12 404.65023 12
pis  416.42621 13 439.88751 13 462.62572 13
pia 47457938 14 499.82895 14 524.33397 14
p1s  536.44333 15 563.49001 15 589.77249 15
pis  602.01854 16 630.87095 16 658.93966 16
piy  671.30127 17 701.95824 17 731.81748 17
pis  744.28833 18 776.76071 18 808.42270 18
pig  821.00104 19 855.27543 19 888.73358 19
p2o  901.38100 20 937.49004 20 972.76004 20
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Tabla D.3: Autovalores w? para modos g, f, y p (indice

politrépico n= 2.5)

Modo (=2 Ny, (=3 Ny, =14 Ny,
goo  0.0323241 20 0.0616886 20 0.0981509 20
g9 0.0354461 19 0.0674898 19 0.1071376 19
gis  0.0390446 18 0.0741515 18 0.1174189 18
gz 0.0432229 17 0.0818536 17 0.1292567 17
g  0.0481132 16 0.0908256 16 0.1429826 16
g5 0.0538875 15 0.1013636 15 0.1590211 15
gia  0.0607736 14 0.1138557 14 0.1779232 14
gz 0.0690778 13 0.1288184 13 0.2004142 13
g2 0.0792204 12 0.1469511 12 0.2274646 12
g1t 0.0917899 11 0.1692204 11 0.2603966 11
g0 0.1076321 10 0.1969922 10 0.3010487 10
g9 0.1279978 9 0.2322482 9 0.3520381 9
gs 0.1548006 8 0.2779521 8 0.4171922 8
g7 0.1910896 7 0.3386992 7 0.5022877 7
g6 0.2419671 6 0.4219287 6 0.6163749 6
gs 0.3165095 5 0.5403380 5 0.7742860 5
g4 0.4321658 4 0.7170901 4 1.0017135 4
g3 0.6261217 3 0.9982630 3 1.3463946 3
g2 0.9899082 2 1.4870867 2 1.9055712 2
g1 1.8047750 1 2.4601694 1 2.9041745 1
f 4.8323226 0 6.6869120 0 7.8945800 0
p1 13.139580 1 16.454875 1 19.175228 1
P2 25.120923 2 29.839058 2 33.954235 2
P3 40.683145 3 46.802364 3 52.302546 3
D4 59.794614 4 67.323319 4 74213599 4
Ps 82.422405 5 91.374831 5 99.666546 5
D6 108.53770 6 118.93094 6 128.63867 6
p7 138.11650 7 149.96871 7 161.10861 7
Ds 171.13923 8 184.46854 8 197.05729 8
Po 207.58993 9 222.41383 9 236.46800 9
pio  247.45570 10 263.79065 10 279.32632 10
pu 290.72603 11 308.58734 11 325.61978 11
piz  337.39250 12 356.79420 12 375.33778 12
pi3  387.44797 13 408.40288 13 428.47099 13
pia  440.88737 14 463.40702 14 485.01211 14
pis  497.70504 15 521.79999 15 544.95349 15
pis  957.89876 16 583.57831 16 608.29060 16
pir  621.46388 17 648.73659 17 675.01749 17
pis  688.39912 18 717.27349 18 745.13261 18
pig  758.70042 19 789.18156 19 818.62472 19
P20 832.36747 20 864.46346 20 895.50026 20
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Tabla D.4: Autovalores w? para modos g, f, y p (indice

politrépico n= 3.0)

Modo (=2 Ny, (=3 Ny, =14 Ny,
goo  0.0974808 20 0.185707 20 0.2948093 20
g9  0.1068543 19 0.203061 19 0.3215669 19
gis  0.1176544 18 0.222974 18 0.3521437 18
gz 0.1301872 17 0.245976 17 0.3873032 17
gie  0.1448456 16 0.272743 16 0.4280091 16
g5 0.1621408 15 0.304145 15 0.4754928 15
gia  0.1827482 14 0.341322 14 0.5313477 14
gz  0.2075745 13 0.385783 13 0.5976635 13
g2 0.2378604 12 0.439571 12 0.6772261 12
g1 0.2753390 11 0.505495 11 0.7738136 11
gio  0.3224916 10 0.587510 10 0.8926544 10
g9 0.3829773 9 0.691334 9 1.0411510 9
gs 0.4623623 8 0.825469 8 1.2300646 8
g7 0.5694591 7 1.003011 7 1.4755196 7
g6 0.7188911 6 1.244992 6 1.8025671 6
gs 0.9363708 5 1.586933 5 2.2518485 5
g4 1.2705178 4 2.092711 4 2.8928591 4
g3 1.8222705 3 2.886668 3 3.8524148 3
g2 2.8281515 2 4.236443 2 5.3811291 2
g1 4.9145734 1 6.766970 1 8.0029616 1
f 8.1753282 0 9.413778 0 10.052897 0
p1 15.263638 1 18.443581 1 20.751993 1
D2 26.723372 2 31.259984 2 34.896420 2
D3 41.473426 3 47.316174 3 52.236377 3
D4 59.427851 4 66.566361 4 72.762480 4
D5 80.566560 5 88.998609 5 96.470289 5
P6 104.87698 6 114.60450 6 123.35428 6
p7 132.34813 7 143.37581 7 153.40803 7
Ds 162.96994 8 175.30437 8 186.62474 8
Po 196.73319 9 210.38227 9 22299753 9
pio  233.62953 10 248.60200 10 262.51969 10
pin 273.65141 11 289.95649 11 305.18468 11
pi2  316.79218 12 334.43937 12 350.98657 12
p1z  363.04574 13 382.04455 13 399.91936 13
pia 41240707 14 432.76698 14 451.97825 14
pis  464.87099 15 486.60121 15 507.15753 15
pis  520.43426 16 543.54378 16 565.45392 16
piy  579.09182 17 603.58933 17 626.86160 17
pis  640.84264 18 666.73630 18 691.37903 18
P19 705.68107 19 73297891 19 758.99995 19
peo  773.60820 20 802.31762 20 829.72490 20
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Tabla D.5: Autovalores w? para modos g, f, y p (indice politrépico n= 3.5)

127

Modo E =2 Niljl NG NP E =3 Nyl NG NP g =4 Ny1 NG NP
820 0.3188269 20 20 O 0.6057413 20 20 O 0.9582834 20 20 O
819 0.3494416 19 19 0 0.6621446 19 19 0 1.0446974 19 19 0
g18 0.3847065 18 18 0 0.7268317 18 18 0 1.1433591 18 18 O
817 0.4256160 17 17 0 0.8015109 17 17 O 1.2566987 17 17 0
816 0.4734455 16 16 O 0.88835501 16 16 O 1.3877804 16 16 0
815 0.5298525 15 15 O 0.9901623 15 15 O 1.5405122 15 15 0
814 0.5970228 14 14 0 1.1105842 14 14 0 1.7199407 14 14 0
813 0.6778861 13 13 0 1.2544589 13 13 0 1.9326730 13 13 0
812 0.7764414 12 12 0 1.4283053 12 12 0 21874939 12 12 0
g1 0.8982623 11 11 O 1.6410747 11 11 O 24962852 11 11 O
g10 1.0513022 10 10 O 1.9053242 10 10 O 2.8754293 10 10 O
g9 1.2472218 9 9 0 2.2391038 9 9 0 3.3480094 9 9 0
gs 1.5036674 8 8 0 2.6690948 8 8 0 3.9473547 8 8 0
g7 1.8483383 7 7 0 3.2360116 7 7 0 4.7228976 7 7 0
g6 2.3266380 6 6 0 4.0042675 6 6 0 5.7500413 6 6 0
gs 3.0169858 9 5 0 5.0798067 9 5 0 7.1461729 9 5 0
g4 4.0628610 4 4 0 6.6415924 4 4 0 9.0834124 4 4 0
g3 5.7411891 3 3 0 8.9586192 3 3 0 11.463156 3 3 0
g2 8.5456644 2 2 0 11.654023 2 2 0 13.071750 2 2 0
g1 12.098295 1 1 0 14.378194 1 1 0 17.251649 1 1 0
f 16.165369 2 1 1 20.297012 2 11 22.564853 2 11
p1 0.3188269 1 0 1 0.6057413 1 0 1 0.9582834 1 0 1
P2 0.3494416 2 0 2 0.6621446 2 0 2 1.0446974 2 0 2
P3 0.3847065 3 0 3 0.7268317 3 0 3 1.1433591 3 0 3
P4 0.4256160 4 0 4 0.8015109 4 0 4 1.2566987 4 0 4
Ps 0.4734455 9 0 5 0.8883551 5 0 5 1.3877804 9 0 5
P6 0.5298525 6 0 6 0.9901623 6 0 6 1.5405122 6 0 6
p7 0.5970228 7 0 7 1.1105842 7 0 7 1.7199407 7 0 7
Ps 0.6778861 8 0 8 1.2544589 8 0 8 1.9326730 8 0 8
P9 0.7764414 9 0 9 1.4283053 9 0 9 2.1874939 9 0 9
P10 0.8982623 10 0 10 1.6410747 10 0 10 2.4962852 10 0 10
P11 1.0513022 11 0 11 1.9053242 11 0 11 2.8754293 11 0 11
P12 1.2472218 12 0 12 2.2391038 12 0 12 3.3480094 12 0 12
P13 1.5036674 13 0 13 2.6690948 13 0 13 3.9473547 13 0 13
P14 1.8483383 14 0 14 3.2360116 14 0 14 4.7228976 14 0 14
P15 2.3266380 15 0 15 4.0042675 15 0 15 5.7500413 15 0 15
P16 3.0169858 16 0 16 5.0798067 16 0 16 7.1461729 16 0 16
pir  4.0628610 17 0 17 6.6415924 17 0 17 9.0834124 17 0 17
P1s 5.7411891 18 0 18 8.9586192 18 0 18 11.463156 18 0 18
P19 8.5456644 19 0 19 11.654023 19 0 19 13.071750 19 0 19
P20 12.098295 20 0 20 14.378194 20 0 20 17.251649 20 0 20




Tabla D.6: Autovalores w? para modos g, f, y p (indice politrépico n= 4.0)
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Modo E =2 Niljl NG NP E =3 Nyl NG NP g =4 Ny1 NG NP
820 1.4155110 20 20 O 2.6797302 20 20 O 42195049 20 20 O
819 1.5514526 19 19 0 2.9288602 19 19 0 45985195 19 19 0
g18 1.7079907 18 18 0 3.2144253 18 18 O 5.0309042 18 18 O
817 1.8895048 17 17 0 3.5438751 17 17 0 5.59271052 17 17 O
gi6 2.1016001 16 16 O 3.9266517 16 16 O 6.1002050 16 16 O
815 2.3515430 15 15 O 43748559 15 15 O 6.7667137 15 15 O
814 2.6488840 14 14 O 49041781 14 14 O 7.5475834 14 14 0
813 3.0063713 13 13 O 9.5352102 13 13 O 8.4693828 13 13 O
812 3.4413128 12 12 O 6.2952953 12 12 O 9.5650741 12 12 0
g1 39776531 11 11 O 7.2210701 11 11 O 10.871193 11 11 0
g10 4.6492096 10 10 O 8.3615885 10 10 O 12.400304 10 10 O
g9 5.5048103 9 9 0 9.7800554 9 9 0 13.964450 9 9 0
gs 6.6165208 8 8 0 11.539484 8 8 0 15.400874 8 8 0
g7 8.0923471 7 7 0 13.562006 7 7 0 17.649221 7 7 0
g6 10.090474 6 6 0 15.412331 6 6 0 20.820250 8 71
gs 12.768193 9 5 0 18.016939 Y 5 0 24.071739 7 6 1
g4 15.357911 4 4 0 21.777947 6 9 1 26.338994 6 o 1
g3 18.003959 b} 4 1 24.986716 b} 4 1 31.899209 b 4 1
g2 23.008664 4 3 1 30.244567 4 3 1 37.514588 6 4 2
g1 27.596060 3 2 1 35.949569 9 3 2 41.412658 9 3 2
f 34.336477 4 2 2 42.425766 4 2 2 92.511538 6 3 3
p1 42.138603 3 1 2 51.003411 9 2 3 95.566767 9 2 3
P2 90.815507 4 1 3 61.388277 4 1 3 71.589601 6 2 4
P3 62.880905 9 1 4 69.685188 3 1 4 76.082462 9 1 4
P4 76.685759 4 0 4 88.007631 6 15 93.375311 6 15
Ps 87.471007 9 0 5 99.539032 5 0 5 111.20699 7 1 6
Ps 105.28724 6 0 6 112.52192 6 0 6 117.58847 6 0 6
pr 128.44523 7 0 7 137.11513 7 0 7 143.56934 7 0 7
Ps 154.80133 8 0 8 164.86265 8 0 8 172.52099 8 0 8
P9 183.97366 9 0 9 195.33318 9 0 9 204.13288 9 0 9
P10 215.85577 10 0 10 22846119 10 0 10 238.38101 10 0 10
P11 250.40619 11 0 11 264.22586 11 0 11 275.25783 11 0 11
pi2  287.60539 12 0 12 302.61839 12 0 12 314.75983 12 0 12
pi3  327.44299 13 0 13 343.63453 13 0 13 356.88503 13 0 13
P14 369.91300 14 0 14 387.27208 14 0 14 401.63225 14 0 14
P15 415.01173 15 0 15 433.52988 15 0 15 449.00068 15 0 15
P16 462.73675 16 0 16 482.40727 16 0 16 498.98976 16 0 16
P17 513.08632 17 0 17 533.90382 17 0 17 551.59903 17 0 17
P18 966.05917 18 0 18 ©588.01928 18 0 18 606.82815 18 0 18
P19 621.65436 19 0 19 644.75353 19 0 19 664.67689 19 0 19
P20 679.87114 20 0 20 704.10652 20 0 20 725.14508 20 0 20
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