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� �� ��
��	� �� ���
	$
����� ,5�	��� ���� �� ����*&� �	� 
	��< ��� ��
�4���	���� �� ���1�����	��
� + ���
4���	���� �� 1��� ����	���� � ��� ����� �� 1�����	
�� /��,	 � �� ����	���5 �� ��$
1������	� 
��1���� �� ��� 1��&���� �� 1�����	
� ���	��
� �� �5����� ��� ��1��
��
�� 1�����	���� 1��� ��� ���	� �� �������< ��,�	���� �� �
�1� �� ���� ���	���
��
���1��
�� �� ��
� ������< ,������� �����	���� ��� �����
��&�
	��� �� ��� 1��&����
� 4�������	�� �� ��� ����� �� 1�����	
� ��� �� ��
���
��� 	�
���� �� ��� ��
������
��,$������ -�
��� :�
	�� ����	������� �� ��
��	� �� ��� ��1������	�� *�������� 8�� �� �,������ ��
��� 1��5��
��� �� ��� ��
������ ��,$������ - ���	�,��� ��1��
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	���
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7�� ��
������ ���	����� ��� �	��� �� ��,�� ���	��� �� *�� + 1����< ������ ��� 1��
� ��
�	�9� ��,� �� ������ 	���
�,�� 4���
� �� ����1�� *���	
��	���� + ���	���� � ���
������� 7�
����*&� 1�
���	�� �	,����� 1�� �� ���
����	
� *���	
��	���� �� �
	�	�� �� 1��
� 1��� �����
��
�� ��
��	� �� �� ��
����� + �� ���
� �� ���	��� ����� �� ��1��6�	�� ����
������
�< ��� ��*	����
���
����� +� ���1�	�	��� �� ������� ��6�	��
����
� ������ + ���	��
�� ���� 1��� 8�� ���	����
�� ���,��
	
� �� 9	��
*��� �� 9��	�� ���1� � �� �� 	*�	�	
� ��� 9	��
*��� ���
���< �� ��
�����
�� ��
�,���� �� �� 0������	� ��	��	1�� @��	
 �����
�� @�0AA< ����� �� ����*&� ��8���	�� 1���
���
������
�� �� ����1�� *���	
��	���� ��
5 *������� 1�� �� ���,��
	
� ������� �� 9	��
*��� ��
�� ���
�� �� �� ��
������ ���� ��� ��
����� �� �M� ��
� 4��� 	�	�	�� ���� ��������� �� (! �	������
�� �B���

���� ��� ���	���� � ��� �����	���� ��������� �� 
��1���
��� ���
��� ��,� �������� ���������
�� ��� � �	������ �� *����� C���	�� �� �,;�
�� �� ��+ ,�;� ���� ��
� �� ������ �����D ��
��
�� ����� �� ��
��	� �� ������ 4���
����
� ��*������� + �� ����*&� 
 ��	��< 1��1���	�����
1�� �� ���
����	
� *���	
��	����< �� �,���,	�� 1�� �� *�� �� ����
����� ��*������� �� ��*�� ��
1������� �� �����
� �� �� 
��1���
���� ��
�� �,;�
�� 
���	��� �� �	�� ���� ������ ���������
7� ���� ��
���� ��&
	�� ��,�;� �� �� ���� �� �� 1���� �������� ��� ���,��
	
� ������� ��
�,��
�� �1��3	�������
� �� !�!� M��

�� �� �0 ��
������ �� ,�;� + ��
� ���� 
	���� ��
���
��� 4&�	��� ��+ �	4����
��� ��
� ��
��,� � 8�� � ���	�� 8�� �����
� �� ���� �� 	�������
� �� 
��1���
��� ���
���< �	��
���
8�� �� 1���	
� + �� ����	��� ���
����� ��������� ���� ����� ��+���� 8�� ��(M� @�0 ��
�A< ��
��
����� 1���� ��� 
��1���
��� ���
��� ��6�	��
����
� ��
� ���� 1��� 8�� �� 4���
� �� ����*&�
���	���
� ��� �� �	��� �� ���,���$�	
�
*��� @%$#A� 7� 
��� �� *������	
� �� ����*&� �� ��
�
�����	��� �����
� 
�� �51	�� ��� �� ����	�	��
� �� �� 
��1���
��� 8�� �� 1������	
� ��
����*&� ��
5 4���
����
� ������
���� �� �� �:���� �5� 	�
����� �� E�;� �� ����*&� �����
� 
��
�51	�� 9��	� �4���� ����� �� ���
�� �� �� ��
����� 8�� �� 1���� ��� 
����1��
��� �6�	��
����
�
1�� ���	��	
�� �� ����������	�< �� ��
����� ���������� �� �:���� ������
	��< ������� 1�� ���
�����
��� ���	�
	�� 4���� �� �� ��*	
� ����� �� *����� ����*&�� �� 
���B� ��� �:���� ������
	��
�����
� ��� �� �����

7�� ��
������ ��� ����� ������� � ��(M� @�0 ,�;�A �,
	���� �� ����*&� 1�����	���
����
�
��� �	��� 1��

�$1��

� @1$1A� 7� ����	,	�	��� �� ��
� 1������ ��� �� 
��1���
��� �� ���9� �����
8�� �� ��� �	��� %$#< + �� 1������	
� �� ����*&� �� ��
5 ��
����� 
�� �����	���� �� �� ���
�� ��
�� ��
�����D 1�� �� 
��
� �� �:���� �� ���	�
	��� 7� 
��1���
��� �4��
	��� �� ��
�� ��
������ �� 
��

��� ����� �� ��	
������� �
������ �Teff� �� ��� �������� ��	� �� ��	
������� �� �� ����
� ����� ��� �	���
�� 	��	� ���� ��
������� �� ������� ��� �� �������� ������������ �� ��	
������� �
������ ����� ������� � ������
�� �� ��������� L∗ = 4πR2

∗σT 4
eff ����� L∗ � R∗ ��� �� ��	�������� �������� ������� 
�� ������ �� ���	
��
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,�;� 8�� �� 9	��
*��� �� ���
�� ����� �� �� ��1��6�	�< +< � ���	�� 8�� �� 	��	�� �� ��� ��1��
	�
��	����< 1������ ��� ���� �� �������	
� �� �� �����
��� 8�� ����� �� �:���� ���	�
	���

7� ���� ��
���� �� 
����	�	
� 1��� �� ���� ��� �	���� %$# + 1$1 ���
�	,�+�� �1��3	�������
�
�� 	*��� ���	�� � �� 1������	
� �� ����*&�< �� ������
�� ��������� �� �M��

�� ��� �
�1�� 6����� �� �� �0< �� ��
����� �� ���
��� �� �� 	�
��
� �� ���
���� �� 1������	
�
�� ����*&� �����
���� �� 
��1���
��� ���
���� �	������
�< ������ �� 9	��
*��� ��
5 
�
�����
�
�*�
��� �� �� ���
��< �� ���,��
	
� �� 9	��
*��� �� ���1���� � ��� �5����� 8�� ����� �� �:����
	���
� �� 9��	��

�� ��	���
� 8�� �� ���	���	��� �� �� ��
����� �����
� ��� �� ����� ��
� 
	��� ��� 	�1�	��$
�	���� �� �� 
	��1� 8�� 1��� �� �� �0� ���� 8�� �� ����*&� ������� �	�1��	,�� ��< �1��3	����$
���
�< 1��1���	���� � �� ���� �� �� ��
�����< �� 
	��1� �� �	�� ������� τN �� ���� M∗/L∗ �<
�� ������� ��� ��� ��
	���	���� 1��� L∗< ���� ��� 1�
���	� �� M∗ �� �� 4���� τN ∝ M−2

∗ �
�� 9��9�< 1��� ��
������ ��� ���� ����� � !��M� �� 
	��1� �� �	�� �� �� �0 �3���� �� ����
��
��� ��� F�	�����< �	��
��� 8�� ��
������ �� �5� �� �!M� 
���	��� �� ������	
� �� �� �0 ��
����� �� " �	������ �� �B���

7� ���
����	
� 1��
��	�� ��� �:���� ������� � ��� �31���	
� �� �� �����
���� �	�9� �31��$
�	
� 1������ �� ������	�	��
� �� �� 
��1���
��� �4��
	�� + �� ��
����� �� ����� 9��	� �� ����
�� �	*��
� ��;� @��� �	�
� ���
�� @��-AA ����� �����
� �� ���	���	��� ��� 1��� ���	��	
�
�� �� 
��1���
��� �4��
	��� ��
� �
�1� ���
	�:� 9��
� 8�� �� �:���� ������� �� 
��1���
��� ��
4��	
� ��� 9��	��

7� ������	
� �	*�	��
� ��1���� �� �� ���� �� �� ��
����� �� 4���� ��+ ����	,��< 1�� �� 
��
�<
1������ �	4�����	�� 
��� ����� 1��	,���>

��
������ �� ���� 	�
�����	� @�$�!M�A> %����� ���	���� �� 4��	
� �� 9��	�< �� �:���� ��
�31���� ���� �����
��� ��� ��1�����
� �3
�� �� ����*&�� ��
� �31���	
� 
��,	 � �+��� �
��
�,	�	��� �� 
��1���
���< 
�� 8�� �� 4��	
� �� 9��	� �� �5 �� 4���� ���
������� 7� �31���	
�
��� �:���� ����� � ��� ���
����	
� �� �� �����
���< ��E�;��� �� �� ������	
� 4���� �� �� ����
�	*��
� + ���*� 9��	� 
��1���
���� �4��
	��� �5� ��
���

) ���	�� 8�� �� ���,��
	
� �� 9��	� ���
	�:�< �� �:���� ���	���� � ���
������ ��������
� +
�� �����
��� �� �31����< �������� �� ������	
� 9��	� 
��1���
���� �4��
	��� �������� ��
� �	*��
9��
� 8�� �� 9��	� �� �� �:���� �� �*�
�< �9��� ����1������ 1�� ���,���< �3&*��� + ������
��
�5� 1������� )�& ���� �� �� ���� ��� 9	��
*���< �� �*�
��	��
� ��� 9��	� �� �� �:���� �� �	*�� ��
��
�,���	�	��
� �� ��� �5����� �� 9��	� �� ���,��
	
� 8�� ����� �� �:����< ����� � �� ��
�����
��� ��
���
��� �� ��1�� � �� ��������

���
��	�����
�< �� ��*	
� 	�
�����	� �� �31���� �������� � �� ������	
� �� �� 
��1���
��� ��
�� �5����� �� 9	��
*��� �� ����< 1�� ����	*�	��
�< �� ������ 	���
	��� �� ��
� 1��
� �� ����*&� ��
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���� �����	�����
� ���� 1�� �� �5����� �� 9��	� �� ���,��
	
�� 7� ���
����	
� ��� �:���� 1������
��� 4���
� �31���	
� �� �� �����
��� + �� ��
����� �� ����� 9��	� �� �&��� �� ��+��9	� �� ��
������� ���� )�	�


	�� �� ��� �	*��
�� @��������	� �	�
� ���
�� @)�-AA< � ���	���	�����
��+ ��
���

���� ��
������ ��� ����� ��
�� ∼ 2M� + ∼ 8M� �� �:���� ����� ������� �� 
��1���
���
�� 4��	
� �� ���,���� ��+ ��� ������� 1��� ��
�� ��	����< �� ����	��� ��� �:���� �� ���,���$
�3&*��� �� ���
����	
� �� ������ 
�� ��
� 8�� ��� ����
����� �� ������� 4���
����
� ��*���������
0�*����< �� 1������ �� ��4�	��	��
� ��� �:���� ���	��
� ���	�� 1������� �� *������	
� ��

� �� ����� �� �� �������� � σ �� �� ��������� �� ���������� �� ������!����� ��
������ �� ��� ��������� �� �
����
�� �� �� �� ����
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����������� �� ��
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������ ��������

��� ����� �� #����$� �� ����� ��	� �� ����� �� �� ������	� #%& ����� �� ���������� ��� ��������� ��	
����%
	���� ������������ '��� ���� �������� �� 
��(	������ 	��� ������� � ��	
������� ���	��� $�� ��� ���� ������
)���� ������ ���(� ������*���� � �� �����$� �� �� ������	� #%& �Teff ∼ 3000 − 5000 +�� �� ������ � �� �����$�
�� ���� ����� �� ��� ������ ���������� ��� �������� �� ��� ������ 
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�	��� �� 1������ ��+ ������D ��� ���
�	��� ����1�� ��� �:���� �	� 	�
����
��� �����	�����
�
��� �� ���	�< �����	���� �� ����*&� 
 ��	���

7� �����
��� ��+ �3
���	�� �� ������ 	���
�,�� 1�� �� �51	�� 1 ��	�� �� ����< �� ����
�� �� 1��&��� �� ����� �� 50 000 �B�� ������� ���	 
��� �� �����
��� �3
��	�� �� �:���� ��
���,���$�3&*���� �� �:���� 1�������� ���� �� �,;�
� ���1��
� ��+ ��*������� ��� ���
���� �� !�($�M� + �� ���	� ���1���,�� �� �� �� /	����� G�	�	�����
� �� ��+ ���	��
�< ��� ���

��1���
��� ��1��6�	�� ��+�� � 100 000CD ���	���� 1�����	���
����
� 1��� 1����� ����*&�

 ��	��< ��4�	5����� �� 4���� *������� ��
�� �,;�
�� �� ����������� �� ������ ,������� 7�
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	�����< ��� ��
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�1� �� ���,��
	
� �� ���,��� �� ����	�	���� ���	$��*�������� ����� ����
�����
��� ������ ,������ ���	��� ��� �:����� �� �3&*��� + ��
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��
������ �� ,�;� ���� @M∗ < 2M�A> ���� ��
������ ��� ����� ������� � �M� �� ���	����
�� �� ���,��
	
� �� 9��	� �� �5� ����5
	��� �� ��
� ���� �� �:���� �� 9��	� ��
5 ���	���� 1��
�� 1���	
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�� �:���� ���
	�:� �*��*���� 9��	� � ��
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��1���
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����
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��
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�1� �� ���,��
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�
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� 8�� �� 1���	
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5 ���� 1�� �� *�� �� ����
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��� �� 4��	
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� �� �� I)�-�

�����
� �� E��9 1�	��	1�� �� 9��	�< �� ���	���	��� ���� 1�� �� 9��	� �� ���,��
	
� �������
1010L�� �����
� �1��3	�������
� �!! �B��< �� ���	���	��� ���� 1�� �� ���,��
	
� �� 9��	�
�3���� �� ���	���	��� ��1��6�	�� @L∗A 8�� ��
�,� 1�����
� �����
� �� ������	
� 1���	� � 
��� �
��� �	�*���� ���
��1���*$������� @�$�A @��*L/L� ∼ ���A� ) �	4�����	� �� �� ��+��&� �� ���
4���� �� �� ������	
� ��
����< �� E��9 �� �	 �	��� ������ �� ����
	
� �� �	��
�� �� ��*�� ��
�	������ �� �B��� ��
� E��9 ����	�
� �����	�����
� �� �� ������	�� ���	�� + �	� ���
��� �� ���
�����	���� ��������� ����� ��� ���
�� �� �� ��
����� 8�� �	,��� ��� ������ ���
	��� �� ����*&�
�� ��� ������ 
��1���� ���
�� 0� ��1����&� 8�� �� *��� ���
	��� �� ����*&� �	,����� �����
� ��
E��9 1�	��	1�� @∼ 1,5×1049 ��*A 1������� �� ��1��
	�� �����
� �� �� ���	���	��� ��1��6�	��<
�	� ��,��*�< �	�
������
� 
��� ��
� ����*&� �� �
	�	�� 1��� ������� �� ��*������	
� ��� �:�����
�� 9��9�< �� ����*&� �� ����	��� E�+� 9��	� ����
�� ����� �� 1��
� 	�
���� �� �� �����
��� 9��	�
�� �:����< ;��
� ���1� � ��� 1	�� 1�	��	1�� ��� E��9� ��� �� 
��
�< �:� ������ �� ��
����� 1������
��� ������ ���
	��� �� ����*&� �� �� 	�
��	�� 1��4���� �����
� �� E��9 1�	��	1��< ��+ 1���
�� ��
� ����*&� �� ����	��� ������� �� ��1��6�	��

�� E��9 1�	��	1�� �� ��*�	�� 1�� ��� ���	� �� E��9�� ��������	�� �� ����� ��1�	
�� � ���	��
8�� �� ���,��
	
� �� 9��	� �� ����� 9��	� �� ���
��� 7�� E��9�� ��������	�� ��� ���1����,���
�� ��� *	��� �� ��� 
���M� 8�� 1������� 	����	�
����
� � �� 4��� I)�- @��� 6*��� ���A�

����
������
�< �� ���,��
	
� �� 9��	� �� ��
�,	�	��< + �� ��
����� �� ��	��
� �� �� I)�-� 7�
4��� �� ���,��
	
� �� 9��	� �� �� ������	
� ��
���� 
	��� ��� 	�1��
���	� 1��
	�����< 1��8��
1������ ��� N4���� ��
�����O �� ��
������ 1�����
�� � �	4����
�� ���*�� �� ����> %�4�	��� ��
����� 	�
�����	�� + ��
������ �� 7	�� �� ,�;� �����

���� ���1��	�	���� 6;��< �� �- �� ��
	���� ���� ��� �������	� �� �,;�
�� ��� ����� ���
�:���� 6;�� @McA + ����� �� �����
��� ���	�,��� @MenvA� ��+ ��� �	�1���	
� 	�
�&����� ��
��� ����� �� �� �- ��,	�� � �� 1 ��	�� �� ���� �� �
�1�� ��
��	����� ��
� 	��	�� 8�� ��
�����
��&�
	�� ��6�	
	�� �� �� �- ��
5 ��
���	���� �� ����	��� 1�� �� 1������ N�� ���
�	��O
8�� ������ 1���	����
� � �� �	����

7� ���� ��� �:����< Mc< ��
5 ��
���	���� 1�� �� ���	���� ��� E��9 ��� �:���� �� 9�$
�	�� %���	�����	���� ����* 
	���< �	�	
���� �� ���
	��� �� ����*&� ��8���	�� 1��� ������� ��
��*������	
� ���
���< 1���	
�� ���� ���	��	���� � ,	��� ��
�� ��
������ � ��� �,������	� 6;��
��8��B�� �	4�����	�� 1����� �	� ��,��*� ���*	� ��
�� ��� ��
������ 1�� �� ���	��	
� ��
�� ���

���� �� ��
��	
� @����	�	 �
 ��� ��..A � 
�� ��� ���	��	���� �� ��
����� � ��
����� �� �� �,��$



��� ������	
� �� �� ���� ���	���
�� �

����	� 	�	�	�� �� %#' @-�	��+ �
 ��� ���"A� )���5� Mc ���&� 1��� ��� �� ����< �� ���� �� ���
1��1	���� 8�� �� 1�	��	1	� 9��� �� ��� ��
����� �� �� �- ,����� N4���� ��
�����O�

��;���� �� ���� ��� ���	��	���� �� �� �,������	� �� 9��	� + �� ���� ��� �:����< ��� 4��
����
	�1��
��
�� 8�� �4��
�� �� �	�
�	,��	
� �� ����� ��� ��� �,������	�� �� ���,���< �	
�
*��� +
�3&*���< 8�� 1���	
�� �� 1������	
� �� ����*&� �������< + �� �1��	��� κ (ρ, T,Xi) 8�� �� ��*����

7� �- �� �� �	�1�����
� ��� �������	� �� Teff < �	�� 
��,	 � ��� �������	� �� �� ���� �� ��
�����
��� @MenvA� ��
������ ��� Menv ��
� ���1�� �� ��- � �� ,�;� Teff < �	��
��� 8�� ��
������
��� Menv 1�8��B� ���1�� �� ��- � �� ��
� 
��1���
���� 7�� ������� 
	���� ���	���	��� ��
�:���� ���	 6;�< 1��� ��� *������ ���	��	���� �� �� ���	���	��� �� �� �5����� �� 9	��
*���
@G,�� P ���� ��.!D ������ ����A� 7� ��
���
��� �� �� �����
��� �	�� �� 9	��
*��� �� �� N
	1�
*	*��
�O �� �� �3
���� ��;�< ����� �� �5����� �� 9	��
*��� ���
�	,�+� �5� � �� 1������	
�
�� ����*&� � 	����� ��� �����
��� ������
	�� �3
����� ���� ����� �� �����
��� �5� 1�8��B��
�� 1�
���	� �� �� �5����� �� 9	��
*��� ��� 9��
� 8�� ��� ����� �3
��	���� ���� ���	�
	���� ��
�� �&�	
� ���� ��� �����
���� ��� �� N
	1� �����O< ����� �� �����
��� �3
��	�� �� 9	��
*���
1�������� 	���
� 9��
� �� �
�1� �� ���,��
	
� �� �� �5����� �� 9��	�� 7� 	��*�� ����	
�
	��
,5�	�� �� ���&� ���9� ��� �� ��
��	�	���< �,������	� �� 9��	� � ����8�	�� �
�� 1��5��
��
�����	�� 8�� �4��
� ��
� �
�1� �� ������	
��

7�� ��
������ 
	���� �� �:���� ������
	�� 8�� �� ������ ���	8���	�� �� ���,��� + �3&*���
�����
� �� ���,��
	
� �� 9��	�� 7� �1��	��� �� ��
� ���*� �� 
��1���
��� + ����	��� ��
5
���	���� 1�� 
����	�	���� �	,��$�	,��� 0	� ��,��*�< �� �1��	��� �	,��$�	,�� ����� ������ �����
�
�� �,������	� �� ���,��� + �3&*���� %��� ����������	� �� 4���� ��� ��1� ���	������
	�� ��,��
�� ��*	
� ������
	�� ���
��� @%��
�����	 �
 ��� ��.�A� 7� ���� ��� �:���� �� 9��	� ����� ��,	�� �
�� ��1� �� 9	��
*��� �� ���,��
	
�< �	��
��� 8�� �� �� �:���� ������
	��< �� 9��	� �� �������
+ �� 1������� ���,��� + �3&*���� ���1� � �� ��*:� 
	��1� �� �:���� �� ���,��� + �3&*���
�� 4�����5 �� �� ��*	
� ���
��� ��� �:���� �� 9��	�� 7� ���,��
	
� ������� �� �����	�� �� ���
�5������ @�� 9	��
*��� + 9��	� �� ���,��
	
�A + �� �� 4��� �� ������	
� ��,�	*�	��
�< ��� �����
���
�� �� ��
�� �5������ �����
��5�

���1� � �� 8�� �� �5����� �� 9	��
*��� �� 9� 8������ 1�� ��*:� 
	��1�< �� 
��1���
���
�� �� �	��� �	��	��+�< + �� ���,��
	
� �� 9	��
*��� �� �3
	�*��� 7� ��1� �� 
����	�	
� ��
��
�� �����
��� �	�� �� 9	��
*��� + �� ��*	
� �� 9��	� 1�������� 6;�� ���� �:� 9�+ ��� ��1� ��
9��	� �� ���,��
	
� 8�� �� �1��3	�� � �� ,��� �� �� �����
��� �	�� �� 9	��
*���� ���� 8�� ��
���,��
	
� �� 9��	� 1������ � ��� 
��1���
��� �� ∼ 108C< 8�� �� ��������� �� �	�� ����� ��

��1���
��� �� 	*�	�	
� �� 9	��
*���< �� ���,��
	
� �� 9	��
*��� ���	���� ��������
�< + ���
��� �5� 9�+ ��� �5������$4���
�� �� ��
� 4���< �� ���,��
	
� �� �5����� �� ������ 	���
�,��<
�����
���� �� �� ����1� �� ����*&� 
 ��	��� ��
� ����� � �� 4��
���� �&��	�� @��������
� �8�&
���
�� �� ��*���� 105 �B��A �����	�� ���� ������ �&��	���� 7�� 1����� ��� �5� � ����� ��
4��
���� �� �����
��� + �� 
	���� 	�E����	� ��,�� �� �:����� 7� 1��
� 	�
���� ��� �:����
�� ���,���$�3&*��� �� �����;� ���� ��� �5� � ��� ����� ,����� @C	11��9�9�< Q�	*��
 P
��4��	�
�� ���.A�

������ �����	
�� ������
�� � �� ���� ���
������

7�� ���*�� �� �� ������	
� 1��
$)�- ��
5� ��
���	����� 1�� ��� 4��
���� 1�	��	1���� @���$
��� �
 ��� ����A� �� 1�	���� �� �� ���	���� 	�
�����	
� ��
�� ��� 
��� 4���
�� �� ���	���	���>
���,��
	
� �� ��� ��1�� �� 9	��
*��� + 9��	� ;��
� ��� �� �	,����	
� �� ����*&� *���	
��	���� 8��
�����	������� Lh< Lhe< Lg ���1��
	�����
�� �� ��*���� �� �� 4�����	
� �� ����� ������
	���
�3
��	����� 7� �	����	��� �� �� ���4���*&� �� ��� 
���M� ���*� 1��8�� �� ������	
� �� �������
��� �:����� �	�	����� �� �� � ���
&� �� �� �����
���� 7�� ������� ����	������� 1�� ������ �

��� @����A ����
��� 8��< 1��� ��
������ �� ,�;� ����< �� 4�����	
� �� ��� �����
��� �3
���	��
*	*��
� ��
5 �	���
����
� �����	����� ��� �� ����	�	��
� �� Lh� 7� 4����� �� �� ��1� �� �	 �	�$
�� �� ��*����� 1�� �� ���� �� �� �����
���> �	 Lh �� ��+ 1�8��B� 1��8�� M0

env �� 1�8��B�< ��



�! ��� �����	���� �� � ��	�� �� ����

�	*��� ���> �� ���	 �� ��� �	�
�� �
��� �� �	�	��� ������
��� �� �� ��	�� ����
�� ������
���� 	 �	 ��	�	
�� �� /��� �� �� ��%��0� .�	��	�� �� 5���	� �� 	�� /46670�

��
����� �� 1���� ������
	��� �� ��� *	*��
� 4�&��
���1� � ��� �*�
��	��
� ��� 9��	� ���
���< �� ����*&� ��� 1������ triple α �� ������ 9��
�

8�� �� ��*	
� ��� �:���� �� ���
��� �� ��6�	��
� 1��� �������� �� ��1� �� ���,��
	
� �� 9��	��
�� ��
� �
�1� Lg< 8�� ���*� �� �� ���
����	
� ���
���< �� ��� �	��� ����� �� ��*�	
�� 8�� Lh<
�	��
��� 8�� Lhe ≈ 0� ��
� 4��� �� �����
��	��
� �� ,��
��
� �51	��� ) ���	�� 8�� �� ������	
�
1���	*��< �� ��1� �� 9��	� �����
� �� ,�	��� + 4���� �� �����
� �� �� ��1� �� 9	��
*��� +
�� ���	���	��� ��1��6�	��� ��
�����< Lhe �����
� ,��
��
� �51	�� + ����
������
� �������
�� �8�	�	,�	� �������< � 1��
	� ��� ���� �� ������	
� ������ � ��� ������ �� 
	��1� ������� +

��
� Lh ���� L∗ ���	����� � ������ �
�� ���� F�� ��� 8�� �� 4��� �� ���,��
	
� �� ��
��1� �� 9��	� �� ��
�,����< ���
	�:� �����
� ��������� �� �! �	������ �� �B��� )���	����� ���
�3
����� �� �� ����� �� �� M0

env 1������ �	4�����	�� ��
�� 
��� ���	��� �����
	��� �	4����
��<
8�� ����	��������� � ���
	����	
�� ���� ��
������ ��� �����
���� ��6�	��
����
� ���	���< ��
����	��
� ��1� �� 9	��
*��� �� ���,��
	
� �31���� ��� ��1�� �3
��	���� � ��� ���6*����	
� ��
*	*��
� �����
� �� �
�1� 1��
��	�� �� �*�
��	��
� ���
���� ��
� ����� � ��� ������	
� ������ ��
�� )�-� ��
� ���	�� �����
	�� ��
5 	��	���� �� �� 6*��� ��� ��� �&��� �����
� + ������1���� �
��
������ 8�� �� ������
��� �� �� ���� �5� 4�&� �� �� �- @��-A�

��� :�
	��< 1��� �� ���*� 	�
�����	�< �� �����
� �� �� ,�	��� �� �� ��1� �� 9��	� ��1�;� ��
������ 9��	� �� �&��� �� ��+��9	� ) ���	�� 8�� �� ���,��
	
� �� 9	��
*��� ������ �� ���� ��
�� �����
���< �� ����	�	��
� �� Lh �� ����+����< + �� ������ ��;� �� )�- ,�;�� 0������	�� ���
��
� ���1��
��	��
� ��� ��
������ ���� ����� ��� @-����
� �
 ��� ���!A + ��
5� ��1�����
����
1�� �� �&��� ���� � 
����� �� �� 6*��� ����

7�� :�
	��� ��� ������ �� ��- 1���&�� ��4�	� �� 1�8��B� �:���� �� 1����� 
 ��	��� �	��$

��� �� ���;�� �� �� ���� �	*��
�� 7�� 
	��1�� �� �	�� �- �� ��� ��- ��� �� ≈�!$�(! �	������
�� �B�� ��� ���	���	����� 
&1	��� �� 10− 100L�� 7�� 
	��1�� �$�)�- ��� �� ��*���� �	��
��
�� �	��� �� �B�� � ���	���	����� ��� ����� �� �!!!L�� 7� 4��� �� )�-$���8�= ���� �!$"!
�	������ �� �B�� � ���	���	����� ∼�!!$�!!! L� ��� Teff ∼30 000C�

���� �����	���� �� ����	�� �� ����

F�� ���	���� �� ������� �� 4�����	
� 1��� ��
������ ��- 4����� 1��1���
�� �� �� 1�����
1�	��	1�����
� 1��� ��
������ ��- �	������< �� ���	� 8�� �� 4����� 1��
� �� �	�
���� ,	���	��



��� �����	���� �� � ��	�� �� ���� ��

� �:�
	1���< ���� �� ������	� �� ��
������ ��- ,	���	�� 	���
	6����� 9��
� ��
����� @��� �

��� �!!�A� F� ����� �� 4�����	
� 1��	,�� �� �� 4��	
� �� ��� ��
������ �	������< �� �� ���� ���
������ ,������ �� 9��	� �� ��� ���6*����	
� �� ,	���	�� �������� �� ������� *���������
� 1��
�� 1 ��	�� �� �����
� ��*���� ��,	
�� ��,	�� � �� ����� �� ���	��	
� *���	
��	����� %�����
��� ������ ,������ �� 4��	���� + �� �,;�
� �����
��
� ���	���� �� 9��	�< �� 1������ ��� ��
�����
��- @Q�,,�	M ���"D G,�� P /�
�M�� ����D ��� ����A� �� 4���� ��
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�	4�����	���� @)1 ��	�� )A�

�3	�
�� ��� 
	1�� �� ���	��	���� � 1��
��,��	����> ��� ���	��	���� �����	���� @f
′
A + ���

���	��	���� 7�*���*	���� @δfA ��6�	��� �� �� �����	
� @)���A� 7� 1��
��,��	
� �����	��� ��
��6�� ���� �� ���	��	
� �� ��� ���
	��� 4&�	�� f ���	�� 1�� �� �,�������� �� �� 1��
� 6;� ���
��1��	�< �	��
��� 8�� �� ���	��	
� 7�*���*	��� �� �� ���	��	
� �� f ���	�� 1�� �� �,��������
8�� �� ����� ���	���	� � �� ���� ������
� �� E�	��� ��� ����	*�	��
�< ��� ���	�,�� 4&�	�� ��
1���� �31����� ����>

f
′
(r, θ, φ, t) = f0(r) + f

′
(r, θ, φ, t) @���A

δf(r, θ, φ, t) = f0(r) + δf(r, θ, φ, t) @���A

,�;� �� ����	�	
� f
′
, δf << f �

���� 8�� ����	������� �� ��
��� �� �8�	�	,�	� ���� �� �	�
��� ��� �	��
�&� ��4 �	��< f0(�r)
���� ��1���� �� �� ���������� ���	��< �	��
��� 8�� �� 1��
��,��	
� �	����< +� ��� �����	��� �
7�*���*	���< ��1���� �� 
���� ��� ����������� ��1��	���� �31������� ������	��
����
� ����
����������� ��4 �	����

7� ��1������	� �� ��� �����	���� �	4�����	���� ��� ��� �����������< ���1� � �� �	����	���<
1���	
�� �31����� ��� 1��
��,��	���� ���� �� 1�����
� �� 
��� 4���	���� 8�� ��1����� ���

	��1�< ��� ����������� ��*������ + �� ���������� ���	�� ���1��
	�����
�� 7� ��1������	�



�" ��" ������	���� ��
������


��1���� ��
5 ���� 1�� ��� 4���	
� �	����	��� @��� @)�"(AA �� �� 4���� eiσt< ����� σ �� ��
4�������	� �� ���	���	
��

7� ��1������	� ��*���� �� 1���� ����	����� 1��1���	���� � ��� ���
�	��� ��4 �	���< �	����
� �� �:���� ��
��� 1��	
	��� + m ?!< �< �< < � @���@)���AA�

��� :�
	��< �� ��1������	� ��� �� ���������� ���	�� ��
5 ���� 1�� 4���	���� 8�� 1��1��$
�	���� �� ��1�	
�� ����
	�� �� ��� 1�����	���� ���
�� �� �� ��
������ �	�9�� 4���	���� ��� ���
��
�4���	���� ��� 1��,���� + �� �,
	���� ���� �����	
� �� ��� �����	���� �� 1�����	
� ;��
�
��� ��� ��
�������� @σ2A ������1���	��
�� @��� )1 ��	�� )A�

7�� ����� �� ���	���	
�< � ����� ��������< �� ��� 8�� 1���� ���	��� ��� ���� ��
����� ��
5�
�����
��	����� 1�� 
��� �:�����> �� *���� ���
�	�� �< �� ����� ��	��
�� m + �� ����� ���	��
k� �� *���� ���
�	�� � ������1���� �� �:���� �� �	���� �� ���	�	��
� ���� �� �� ��1��6�	�
�� �� ��
�����< �������� �&���� �������D �� ��� ������ |m| ��� 1��1���	������� �� ������� +
� − |m| ��� 1�������� �  �� ���� ��� ����� �� 1�����	
� ��� � = |m| 
���� ��� �&���� �������
��� ���	�	����< ��
�� ����� �� �����	��� ����� ���
��	����� �� ���,	�< �8������ ����� ���
m = 0< �������� ����� �������< 1����� ���� �&���� ������� �� ���*	
��< �� ���	�< 1��������� ���
:�
	�� �	 0 �= |m| �= � 
������ ����� 
��������< 1��� ��� ������ 
������ �&���� ������� 
��
� ��
���*	
�� ���� �� ��
	
��� 7� ��1��6�	� �� �� ��
����� 8���� �	�	�	�� 1�� ��
�� �&���� ������� ��
����� ��� 4��� �1���
� �� ,�	��� @
��1���
���A + �����	��� ��� ��
��	�� ��
����� ��
�� �����
��$���	���� �� �����	��� ����� ��4���	�������

�� �� 6*��� ��� �� ����
��� ��� 1�
����� ������� �� ���	���	���� ��$���	���� 1��� �	��
��
������� �� � + m� %��� �� �� �� �� 6*���< ����
� ��+�� �� �< ��+�� �� �� ���
	��� �� �	�	�	����
��,�� �� ��1��6�	� ��
���� + ��� ��*	���� ���	���
�� ��� �	�
	�
�� 4���� ��� �5� 1�8��B��� ��
����������	�< ��� ���
�	,��	���� �� ��� ��*	���� �� �������� ��
�� �&< �� ���� 
�� 8�� �� ��1�	
��
�� ���	�,	�	��� �� �� ��
����� �� ��+ 1�8��B� 1��� ��� ��
��
���� ��,	�� � ��
�< ��� ����� ��
,�;� *���� ���
�	�� �� �,������ ��� ��+�� 4��	�	���< �	��
��� 8�� ��� ����� ��� � ∼> 3− 4 ��
������� 	��,�����,����

���� ������� ��
������ ����	���� �� ����� ���	�� k �� 	*��� �� �:���� �� ����� ���	����� ��
�
����� ���	���� �� ��6��� ���� ��1��6�	�� ��4 �	��� �� ���	� ri ��,�� ��� ������ �� ���	�	��
�
��� E�	�� �� ����< �� ���	�< ξr(ri) = 0 1��� 0 ≤ i ≤ k� �� 	�1��
��
� ��
�� 8�� ��� �����	����
�� 1�����	
� @)1 ��	�� )A �� ��1����� �31�&�	
����
� ��� ����� ��	��
�� m� ��� �� 
��
�

��1��� �� 9��5� ��� ��
�������� @σ2A� ��
� 	�1�	�� 8�� ���� 4�������	� �� ���	���	
� ��$���	��

����5 ��� ��*������	
� �� ����� 2� + 1 ��� ���1��
� � m� �� ���	�< 8�� ��� 2� + 1 �����
�������� �����
��	����� 1�� ��� �	���� � + k ���	���5� ��� �� �	��� 4�������	� σ�

������ ����	������
	��  �������� 
� ��� !�
�� �����

����

�� �� ���
�3
� �� ��� ���	���	���� ��
������ ��$���	���� 1������ �����
��� ��� 
	1�� ��
�����< ��1���	���� �� 8� 4����� ���
�������� ��
 ��
����� �� ��+�� � ����� ���	���
��
�� ����� �� ������� ���� ����� p + ����� g�

7�� ����� p< � ����� �� 1���	
�< �� �����
��	��� 1�� ���	��	���� �����	���� �� �� 1���	
�
����
	�����
� *������ + ���1�����	��
�� 1�	��	1�����
� �� �� �	����	
� ���	��< �� 1��
	������
����� �� �� ��1��6�	� �� �� ��
������ 7� 1�	��	1�� 4����� �� ���
	
��	
� 1���	��� �� ��� *���	��
��
�� 1���	
�< �� 4���� �	�	��� � �� 8�� ������ ��� ��� ����� �� ���	��� �� ��
� ������< �� 1�����
����	����� ���� �� ��5��*� ��$���	�� �� ��� ����� ���	���� �� ���	���	
�� �� ��1��
�� �� �����
p ���1� �� ���	�	� �� ��� ��
�� 4�������	�� + �� 1��1�*�� *���������
� �� ��� ����� �� ��
�����
���< ����� �� ��1�	
�� �� ���	���	
� �� �5� *������ 7�� 4�������	�� @1��&����A �� ���
����� p �� 	�������
�� @��������A � ���	�� 8�� k + � �����
���

�;�� �� ������
���� ��� �� �2	��� �� ������ �� ����mϕ�<0 �� �� ��������� 0 ≤ ϕ ≤ π�
�)� 
�������� �� �������� �
����� ���� ��
� �� 	���� ����	������ 	���� &���!� � 	����%r� 4��$�� 	����


��	�� 
���� �� �� 
�	���� �� ��� 	���� ����������� )� �������� �� �������� ��� 	���� &���!� ��������� �� ���
���������� $���*����� ��� 
��������� �����



��" ������	���� ��
������ �(

�	*��� ���> �� ���	 �� ��������� �� �	 �	��� ��	� �� ��� 	����
��� ��$��
��� Y m
� (θ, φ) ��
�� �	 �������
�

�� ��	 �������	  �� ����	 �� ����� ����	�
	���� &�� ��������� ���
�
��� �� 
��
�	� ��� �!��	� ����!��	�
# ��� ��"	�
��� ��� �!��	� �����	�	�� �� ��� θ = 0 �	 �
�� 
���
�	�� �� �� 8�"��� �� 9: "�	��� �	�
	 ��
�
����	���; �� ���	��� �� 
��
�	 ��� �!�
���� <=<� &�� �	��� 
�����	��� ���> 	0 � = 1� m = 0 
0� = 1�
m = 1; �0� = 2� m = 0; �0� = 2� m = 1; �0� = 2� m = 2; $0� = 3� m = 0; "0� = 3� m = 1; �0� = 3�
m = 2; 
0� = 3� m = 3; �0� = 5� m = 5; )0� = 10� m = 5; �0� = 10� m = 10 /.�	��	�� �� ?��
��������
5	��"		�� 466@
0�
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������

7�� ����� g< � ����� �� *�������< �� �	�
	�*��� 1�� 1�8��B�� ���	��	���� �����	���� �� ��
1���	
� + ���1�����	��
�� 1�	���	����
� �� �� �	����	
� 
��*���	��� �� ��
� ����< �� 4����� ��
���
	
��	
� ��
5 ���� 1�	��	1�����
� 1�� �� E�
��	
� @� �����
��A� 7�� ����� g ������1�����
�� ���	�	� �� ,�;�� 4�������	�� + �� 1��1�*�� *���������
� �� ����� 	�
����� �� �� ��
�����<
�������� �� �:������ 7�� 1��&���� @4�������	��A �� ��� ����� g �����
�� @��������A � ���	��
8�� k + � �� 	�������
��� /��
� ��� ����� p ���� ��� ����� g �3	�
�� 1��� ����8�	�� ����� ��
��

�3	�
� ��� 
����� ����� �� �����< �������� ����� f � ����� �� C���	�� �� ���� f ��
:�	�� ���� �� ����� �� � > 1� ���� ������� ��
������ ����	����< ��
� ���� �� 1���� ����� ��
�� �	����	
� ���	�� + 1���� �����
��&�
	��� 
��
� �� ����� p ���� �� ����� g� �� 1��
	�����
�� ��
�4�������	�< 8�� �����
� ���
����
� ��� � ����	��
�< 
	��� �� ����� 	�
�����	� ��
�� ���
4�������	�� �� ��� ����� p + g �� ����� ����� ���	�� @k = 1A�

7� ����	6���	
� �� ����� �� �� 
�� �	�1�� ������ �� 
��
� �� �� ������ ��
���� �5� ����	�
��
0	 �3	�
� ��� ���� ������
	�� ���
�� �� �� ��
���� �1������5 �� ��1��
�� ��	�	���� �� �����
	���
�,���� ��
�� ����� �� �����	��� ����� g− 1��� �	�
	�*�	���� �� ��� ����� g< � �����
���	*����� ����� g+� 7�� ����� g− 1����� ��� ���	��	
� �31�����	�� ��� �� 
	��1� + ��
�����
�� ��1��	�� ���	��
��	� �
�� �� ��*	���� ������
	��� �� �� ��
������ ��� �� ���
���	�< ��� �����
g+ ��� ���	��
��	�� �
�� �� ����� ���	�
	��� + �� ������� ���������
�� �� ����� ������
	����

������ ���	���	
�� 	���	������
	�� 
� "�	
��	
��

F�� 4���� �� ���1������ ��� 1��1	������ ����	
�
	��� �� ��� ���	���	���� ��$���	���� ��
���	��
� �� 
��
��	��
� ������ %���	������� 1�	���� �� �1��3	���	
� �� %�K�	�* @%�K�	�*
��"�A 8�� ����	�
� �� ���1���	�� �� ���	��	
� �����	��� ��� 1�
���	�� *���	
�
��	� @Φ

′
= 0A ��

��� �����	���� @)�"�A + @)�"�A ��� �1 ��	�� )� ��
�� �����	���� 1����� ������1����� ���	��
�
�� �	*�	��
� ���,	� �� ���	�,��� @F��� �
 ��� ����A>

�ξ = r2ξrexp

(
−

∫ r

0

g

c2S
dr

)
@���A

�η = −p
′

p
exp

(
−

∫ r

0

N2

g
dr

)
= σ2rξrexp

(
−

∫ r

0

N2

g
dr

)
@��"A

0	 ����	������� 8�� ��� ���6�	��
�� ��� �	�
��� ������1���� ���&�� ���
����
� 1������
1��1���� �����	���� �� �� 4���� exp(ikrr)< �	���� kr �� �:���� �� ���� �� �� �	����	
� ���	��
@kr � 1A� ����1������� �� ��� �����	���� �� �,
	��� �� �	*�	��
� �����	
� �� �	�1���	
�>

k2
r =

1

σ2c2S

(
σ2 − L2

l

) (
σ2 −N2

)

����� N + L� ��� ��� 4�������	�� �� -���
$HR	�R�R + 7��,< ���1��
	�����
� @��� �����	����
@)�""A + @)�"(A ��� )1 ��	�� )A� 7� 4�������	� �� -���
$HR	�R�R �� �� 4�������	� ��� �� 8��
��� ,��,�;� �� *�� ���	�� ���
	������
� ��������� �� �� 1��	�	
� �� �8�	�	,�	� ,�;� ��� �4��
��
�� �� *�������� ��
� 4�������	� �����
��	�� ��� 1��1	������ �� ��� ����� g� 7� 4�������	� ��
7��,< �� ���,	�< �����
��	�� ��� ����� p� �� 9��9�< �� 
	��1� 8�� 
���� ��� ���� ��:�
	�� ��
�������� ��� ���*	
�� �� ���� (λl = 2πr/�) 9��	���
�����
� �� 	*��� � �� 	������ �� �� 4�������	�
�� 7��, ���
	1�	���� 1�� 2π�

�� �� �����	
� �� �	�1���	
� �� 1���� ��� �� 	�1��
���	� �� ��� 4�������	�� ��&
	��� �� 7��, +
-���
$HR	�R�R� 0	 σ2 > L2

� , N
2 
 σ2 < L2

� , N
2< k2

r > 0 + �� �:���� �� ���� ���	�� kr �� ����� ��
�

�'��� �� ���� �� ��� ��������� ������ !������ ��� *���� �� 
��
������� �� ��� 	���� p � g ���(� �������	!����� 
�� ����� ��� 	���� p ��� 	���� ��� �������� 	������� ��� ��� 	���� g ��� 	���� �� ���������� )��� �� ��!�
� ��� �� 
��������� �� 3����%=>��>�> �������� ������� �1���	���	���� !���� �� �� �2���� �� ����� ��������� 
�!������� � ��� 	���� g � 
��
������ �� �� ����������
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������ �.

r / R*
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L
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P

G

p10

g10

f

�	*��� ��"> �� ��	��	�� �� �	 $�������
	 �� ������AB
�B�B /��� �!��	 ����	0 # �	 $�������
	 �� &	�

/��� �!��	 �� ��	���0 ����	�
�	�	� ��� �� $	���� GM∗/R3∗� �	�	 ��	 ���!����	 �� !��
�� �C7 # ��
�	��� �C2� �� �� �
	"�	�	 �	�

�� ����� 
����!�� ��� �	����� �� �	� 	���$�������
	� 	�
����
��	���
ω2 = σ2/(GM∗/R3∗) �	�	 ��� ��
����� 43 ����� p # g # �� ���� f � �� ��
!��
�� 
��
�	 �� �	��� �� k�

	�1�	�� 8�� ��� ����� 1����� 1��1�*���� �� �� �	����	
� ���	��� �� ���,	�< �	 N2 < σ2 < L2
�


 L2
� < σ2 < N2< k2

r < 0 + �� �:���� �� ���� ���	�� �� 1������
� 	��*	���	�� ��� �� 
��
�<
��� ����� ������ �31�����	�����
� ��� r< �� ���	�< ��� ����� ���������
��� %��� �����
���< ��
	�
��	�� �� �� ��
����� 8���� �	�	�	�� �� ����� �� 1��1�*��	
� + ����� ���������
�� ��
���	�����
1�� �� ����� �� �� 4�������	� �� ���	���	
� σ ���1��
� ��� ����� �� ��� 4�������	�� �� 7��, +
-���
$HR	�R�R�

F�� 4���� :
	� �� �	����	��� �� ���1��
��	��
� ����� �� ��� ����� �� ���	��
� �� �	�*����
�� 1��1�*��	
� @��� %�3 ���!D F��� �
 ��� ����A� ��
� �	�*���� ����	�
� �� �� *�56�� �� L2

� +
N2 �� 4���	
� �� �� ���������� ���	���

�� �� 6*��� ��" �� ����
�� �� �	�*���� �� 1��1�*��	
� 1��� ��� 1��&
��1� ��� n?� 1���
�?�� �� ���� �� *��6��� ��� 4�������	�� �� 7��, + -���
$HR	�R�R ��	����	������> L̂2

� + N̂2

���1��
	�����
�< ;��
� ��� ��� ��
�4�������	�� ��	����	������ ω2� )8�& G �� �� ����
��
� ��
*���	
��	
� ��	������ + M∗ + R3

∗ ��� �� ���� + �� ���	� 
�
�� ��� ������ 1��	
�
1	��� �� �� 6*���
��" �� 1���� 	�4��	� �� �3	�
���	� �� ��� ����� �� 1��1�*��	
� 8�� 4����� ���	����� �������
��
����� ��� ����� ���	���� %��� +� ����	������< ��� ����� p �� 1��1�*�� 1�	��	1�����
� ��
����� �3
����� �� �� ��
�����< ����
��� ��� � �� �� 6*��� ��"< ����� ω2 > L̂2

� < N̂
2� 7�� ����� g<

1�� �� ���
���	�< �� 1��1�*�� 1�	��	1�����
� �� �� ��*	
� ���
���< ����
��� ��� � �� �� 6*���
��"< ����� �� ���1�� 8�� ω2 < L̂2

� < N̂
2� 7�� ����� 8�� �� 1��1�*�� ���
�� �� ��
�� ���	�����
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�������
�� �� ������� ����� ��
��	����	�� �	 �� ��
�4�������	� �� 
�� 8�� ��� ����� ��E�;����
�� ��� ,����� �� �� ���	��� ��
����� �� 4��� ��� �	 �	����� �� ��
� ������< ��� ����� 8�����
N�
��1����O ���
�� �� �� ���	���< �� ���	�< 8�� �� ����	��� �� ����*&� �� ���	���	
� �� �53	��
�� ��
�� ��*	���� �� �� ��
������ ��
�� ����� ������1����� � ��� ����� 1��1	�� ��� ������
��
����� ��� :�
	��< �� ���� f < �� *������< 1���� ��� ��
�4�������	� ������� �� �&�	�� �����
�� N < ��1������ ��� ����� �� 1��1�*��	
� �� ��� ����� �� 1���	
� + ��� ����� �� *��������

%�,� ������� 8�� �� ����	6���	
� �� �����< �� ������ ����� ����� 1��� ����� �� ,�;�
����� ���	�� �� ������� ��
������ ��� ��
� ����	��� ���
���� �� ��
� ���� ��� ����� �� ����
	
�
��8�	���� �� �����
�� �	3
� + ����
��� 1��1	������ 
��
� �� ����� p ���� �� ����� g�
/��,	 � ����
��� ��� �����	
� ���1��;� ��
�� �� ����� ���	�� k + �� �:���� �� ����� ��
�� ��
�4���	
� ���	��< 1���	���� ��& �� �����	
� ��� � ��� 8�� �� ������
�� �� ������� �5�
�	�1����

���� ��
���	������ � ! "����� �� ��
������ ������
��

7� )�
���	�����*&� �� �� �������� ���1� �� �� )�
��4&�	�� 8�� ����	�
� �� ��
��	�� ��
��
���
��� 	�
���� �� ��� ��
������ � 1��
	� ��� ��1��
�� �� 4�������	�� 8�� ��
�� �39	,��� ��
�
�	��	1�	�� ����	�
� �� �� ���1����	
� ��
�� ��� 4�������	��< � 1��&����< ������1���	��
�� � ���
����� �� 1�����	
� �,�������� + ��� 4�������	�� 8�� �� �,
	���� � 1��
	� �� ������� 
�
�	���
��1�����
�
	��� �� �� ��
����� �� ����
	
��

%��� ���� �� ���	���	
� 	��	�	���� �� 1��1�*� �� ��� ��*	
� ��1��&6�� �� �� ��
������ ��
����������	�< ���� 4�������	� 1��1���	��� 	�4�����	
� �� ��� ��*	
� 1��
	����� ��� 	�
��	�� ��$

����< �� ���� ����� �� ���� ����	��� ���	�� ��� ��+�� ��1�	
��� ��� �� 
��
�< ����
� ��+��
��� �� �:���� �� 4�������	�� �,��������< �5� ���1��
� + 1���	�� ���5 �� 	�4�����	
� 8�� ��
�3
��	*� �� ��� 
 ��	��� ��
���	����
*	���� G�4�����	
� �	���
� ������ �� �� ��
���
��� 	�
��$
�� �� ��� ��
������ �� �� 1���� �,
���� ���	��
� �
��� 
 ��	���	< ��� ������ ���� 1��1��	����
	�4�����	
� ��,�� �� ��1��6�	� ��
���� @��1��
�����1&�< ��
���
�&�A�

7� )�
���	�����*&� �1�	���� �� 0�� �� �����	�� ���	��	�����*&�� �� 0�� �� �� 1������� ��$
���	�� 8�� ���	�� �� ∼ 107 ����� p �	���
5������
�� ��,	�� � �� ������&� � �� /	����< ���
4�������	�� �� ���	���	
� ��� 0�� �� 1����� ���	� ��� ���9� 1���	�	
�� ���� �� ���� �� �
���
��
������< ���� +� �	���< ��� �4��
�� �� ��������	
� *��� 
�	�� �������
� 1���	
�� �� ��
���	
�
�� ��*���� ������� �� ����� ���
�	�*	��� � 0 ≤ � ∼< 4�

7�� 1�����	���� 1����� �����
����� �� ���9�� �
�1�� �� �� ������	
� ��
����� %�� �� ��1�	�
���*� �� �����< ��� ��
������ 1�����
�� ���1�� ���9�� ��*	���� �� �� �	�*���� �� �$�< ����
�� ����
�� �� �� �	*��� ��(� ��,	�� � �� ����	��
� ����	,	�	��� + ��6���	��
� �� ��� 
 ��	���
�,������	������< �� ��� :�
	��� �! �B�� �� 9�� �����,	��
� �� *��� �:���� �� ��
������ ���	�,���
� 	������ �� 	���
	6����� ������ ������� ��
�� ������� ��*	���� 8�� 1��	,�����
� �� ��+��&� ��
��� ��
������ 1�����< + 8�� ��� 8�� �1������ ���� �� ���	�,��� 1����� ��1�	
���� �� ���	���	
�
1�� ��,�;� ��� �&�	
� �� ��
��
�,	�	��� �� ��� 
 ��	��� ��
������

�� �� /�,�� ��( �� ����
�� ��� �	�
� �� ��� ��
������ ���	�,��� �����	��� ;��
� ��� �� 
��$
1���
��� �4��
	��< ����< ���*� �� 1��&���� + 
	1� �� ���� �� �� 8�� 1������

) ���
	����	
� �� �����
��5� ��*���� �����
��&�
	��� �� ��� 
	1�� �� ��
������ ���	�,���� 7��
1�	����� ��
������ 1�����
�� �����,	��
�� 4����� ��� %�4�	���� ��
�� ��
������ 1����� 
&1	�����
�
�� �� ���� ���	�� 4�������
�� � �� ��*���� ����� 
��,	 � �� �� 1�	��� ���
�	�� @k = 1A� S��
�
��� ��� ��
������ �� 7	��< ��� %�4�	��� 4����� �� N,���� �� 	���
�,	�	��� ��5�	��O 8�� �� �,	��
��
�� ��� ��� �&���� �	�*������ �� �� �	�*���� �$� �� �� �	*��� ��(� ���9�� �� ����� ��� �,;�
��
�� �� 4��� �� ���,��
	
� ������� �� 9��	�< �	� ��,��*�< ��*���� 1����� 
���� ��� �5����� ��

	)1��
�� � ������ �� ��� ��������� ��� ������ ��� 
��������� �� ��� �2����� ��������� � ������ $���� �� �1������
�� �� �������� ���� ��� ����������� ��� �� 	�������
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	"�	�	 ��� �� ���8�
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��
�� �� �	�
	� ��	��� �� �������	� ����	����
/��� �	
�	 4�:0� &	 �!��	 �� ��	��� ������	 �	 *�� �	� ����	� ����!��	� ���������	� 	�"���� ��	�)�
������
��� �	�	 �	�	� �� 4� 2� 7� 9� D� 42 # 23M�� �	 �!��	 �� ������ # ��	��� �� �	 �� # �	 ����	
�����	�	 �� �	 ����	 �� ��$�
	�
���� �� �	� ��	�	� 
�	��	� /.�	��	�� �� ?��
�������� 5	��"		��
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���	�����*&� + %����� �� ��
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/�,�� ���> �	�8������ # �������	���	 �� �	� ��	��� �� �������	� ����	���� �����
�	��

(
�� .����
�� Teff /103E0 M∗/M� L∗/L� ���!��� *����∗

?�$�
�	� δ ?�� :�:−F�: 5 − 20 103 − 105 2 − 100 � �

*
�	 * � *
�	 2�:−9�3 ∼ 1 − 2 102 − 104 25 − 400 � �

�+� � ��	� ��
 2�:−9�3 ∼ 1 − 8 102 − 104 25 − 400 � �
�.+ &
� &�

�� &
�	 �� &#� F�3−D�3 3�:−3�@ 40 − 50 3�2−4�2 � �

δ ����
 δ ��� D�:−@�D 4�F−2�F 10 − 100 3�:−F � ��G�/p0

�� ��� ��� F�3 4�3 4�3 5 − 10 � G�/p0

.� �8�
�	����� ��.� D�3−@�: 4�F−2�F 10 − 50 4 − 15 � G�/p0
���
�	����

γ 5��	��� γ 5�� F�:−D�7 4�9−4�D 5 − 20 3�:−3 � G�/g0

β ?����
 β ?�� 22 − 30 8 − 15 4000 − 20000 7�:−6 � G�/p0

���1�# ��� 13 − 17 3 − 8 2�:−6 3�F−3 � G�/g0
����	�
�" �

&
�� ������ &�A� 15 − 40 103 − 105 5 − 50 3 − 30 � G�/p0
A	�
	
���

+H A
�"
�
� 5IA ∼ 100 ∼3�F ∼ 102 300 − 3500 � G�/g0

5� ��	�	� 5�A ∼ 23 ∼3�F ∼3�37 400 − 1200 � G�/g0

�	��	� A	�
	
���

5. ��	�	� 5.A ∼ 12 ∼3�F ∼ 10−3 100 − 1200 � G�/g0

�	��	� A	�
	
���

&��
���� 
��� &�A ∼ 20 30 − 100 105 − 106 ∼ 30 − 50 � G� J
A	�
	
���

� ?����	 �?�� :�3−D�3 ∼ 1 ∼ 104 ∼ 40 � � J
����	�
�

��� �? 4932F 29 − 35 ∼3�: 20 − 40 100 − 400 � ��G�/p0
��� �+ 4D4F 23 − 30 ∼3�: 20 − 40 2000 − 8000 � G�/g0

∗ & �������� 	���� ��������" ?&�p� �������� 	���� p ��%��������" ?&�g� �������� 	���� g ��%���������
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9	��
*��� �� ���,��
	
� ��������� ��� �:���� �� 9��	� �	��
��� ������	���� 1��� ������
	���
�� *	*��
�� ��;�� 1�� 1�	���� ����

7�� ��5��*�� �� ,�;� ���� �� ��� ���	�,��� %�4�	��� ��� ��� ��
������ Q H	�*	�	�� ��
��
��
������ ��
5� ������	������ 9��	� �� )�- � +� ���������� �� �
�1� �� 1����� 
 ��	��� �
���	�� 8�� �,������� �� )�-� /��,	 � �� �����	��� N%�4�	��� �� 1�,���	
� GGO �� ���
���
�
��� ��� %�4�	��� ��5�	��� 8�� ��� ��
������ ���	��� �� ��,���	
� G�
�

7�� ��
������ �� 7	�� ��� 
��,	 � �,;�
�� �� ��,���	
� GG + �� ������
��� �� �� �
�1� ��
���,��
	
� �� 9��	� �� ���,��� + �3&*���� )�& ���� ��� %�4�	���< ��� �� 7	�� 
��,	 � 1�����
�� ����� ���	���� + �� �
	�	��� ���� 	��	������� �� �	�
���	�< ���� 8�� 1����� ��� ��*�	
��
�,����
� ����
	�����
� ,	�� ��6�	��� 7� ��+�� 1��
� �� ��� ��
������ �� 7	�� �����	��� ��
������
��� �� �:����� *��,������ �� ����
�� ����3	�< ���1���� �� �3
����� 4�&� �� �� �- ��
�� �	�*���� �$��

�� �� ��*	
� �5� 4�&� ��� �	�*���� �$� �� ������
��� ��� ���	�,��� �	�� ��� ��1�	
���� ��
���	���	
� ��+���� � ��( ��*� 7�� 1��&���� ��� ��������
� ��*� 	���*������< ���8�� �� 1��&���
���	� �� 1���� ���	��� 1��� �� ��+�� 1��
� �� ��
�� ��
������� /��,	 � 1������ �����
���
�
��� ������ �� ��
������ ���	�,��� �� ��
� ���� ���� ��� ���	�,��� ���	���*������ @0�� + 0�,A
+ ��� 	���*������ @7, + 7�A�

�� �� �0< ��� ��
������ ���	�,��� �5� ��������� + ��;�� �����	��� ��� �� δ 0��
	� 7��
1�����	���� �� ��
� ���� ��� ��� ���,	���	
� ��
�� ����� ���	���� + ��$���	����D �� ��+��&� ��
��� ����� ��$���	���� ��� ����� p �� ,�;� ����� ���	��� ���� 8�� ��� ��
������ δ 0��
	 ����
���
��� ��
��	
� �&*	��< �� ��,�� ����	����� ��� �4��
�� �� ���	��	
� ��
��	���� �� ��� �5������ ��
1�����	�����

%���� �� ��� δ 0��
	 1������ �����
��� ��� ��
������ )1 �51	�����
� ���	���
�� @��)1A�
��
�� ��
������ 1����� �� ���
�	��� ��
�� �� ����� p ��� ��1�	
���� �� �$�! ���*� ������
4���
�� ���1�� ��*� 
	��� + 1��&���� �� ��
��	
� �� �$�� �&��� /��,	 � 1������ ��� � ��
�����9� �� ��� ��
������ δ 0��
	 � ��� ��
������ γ ������� 8�� �� ������
��� �� �� �0 � ����� ��
����� 7�� γ ������� ��� 1��������� ��$���	���� �� ����� g �� ��
� ����� ���	���

) ��+���� ���	���	����� �����
����� ��� ��
������ 0�- � *��� �� ������	
� � �����+ @
	1�
-A� ��
�� ��
������ �� �� �0 ����
��� ���	��	���� �� �� ,�	��� ������� � !�� ���*�

7�� ��
������ β %�19�	 1����� �� ����� ���	���� + �� ����� p ��$���	����� 7� ��+��&� ��
�,	��� �� �:����� *��5�
	��� �,	��
�� ;
������ 7�� �,������	���� ����
��� 8�� �� ������
���
�� �� �
�1� �� ���,��
	
� �� 9	��
*���< �� �� ��+�� 1��
�< �� �� �
�1� �� ���
����	
� ���
�:���� � 8������� 9	��
*��� �� ��� �5����� 8�� ����� �� �:�����

�� �� ��- @���	��
�A �� ������
��� ��� ��
������ �% �"!�� 8�� 1����� �� ����� p + ���
�� �.�� 8�� 1����� �� ����� g� ��
�� ��
������ ��� ��,������ �� ��� ��
������ ��,$������ -
���	�,���� 7�� 1�����	���� �� ��
������ ��- ����
	
�+�� �� 
��� ���
��� �� ��
� /��	� 1�� �� 8��
���	������� �� 0���	
� ��� 1��� �����	,	� ��� �����
��&�
	����

�	������
�< ��� ������ ,������ ��� ��� ��
������ 1�����
�� ��$���	���� ��;�� ��
�,���	����
�3	�
�� 
��� ������ �� ������ ,������ 1�����
��< 
���� ���
	1��	
�	��� �� ����� g� 7�� �5� 4�&��
��� ��� ������ ,������ ��� 9	��
*��� �� ��1��6�	� @�)HA< 
��,	 � �����	��� ���� ���	�,���
II %�
	� ) 
��1���
���� 	�
�����	�� �� �� ����� �� ��4�	��	��
� @≈ 25000CA �� ������
��� ���
������ ,������ ��� 9��	� �� �� ��1��6�	� �����	��� ���� �-H� 7� :�
	�� ����� �� �� �5� ����
+ ��
5 ����
	
�&�� 1�� ������ ,������ @�'HA + 1�� ��
������ ���
����� �� ��,������ 1����
��	��
@��#HA� 7�� ��
������ �'H �� ������� ���� �� ��(�< � 1��
	� ��� 1��
�
	1� �� ��(�$!�(
�����,	��
� 1�� �����K �
 ��� @��.�A< � ���� �Q H	�*	�	��

�
��� ��������� �� '�!������ @ ��� ��������� ������� �� �2	���� �!������ ��� �� 
��	�� � 
����� ��� 	�������

�������� 
�� ������������ ����������� )�������� �� '�!������ @@ ��� ��������� ������ �� �2	���� ���!������ 

��	���� �� ��� 
��	���� ���	
�� ��� A������� � 
����� �� 	������� 
��	������ ��� �������� 
�����
��	���� ��
# � #��
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��#� ��
������ ��$%������ &

��#��� ����	������
	��  �������� 
� ��� ��������� ��$������� %

7�� ��
������ ��- ��� �,;�
�� ��� ���1� ���5�
	�� �� ,�;� ���� @M ∼<!�(M�A ������	������
+ ���1��
�� 8�� ��� �� �8�	�����
� �����
	�� �� ��� ��
������ �� �:����� *��,������ 8�� ��
������
��� �� �� ��-�� @���
�	�� �
 ��� ����A� ��
�� ��
������ ��� ,��
��
� �,�����
�� ��
�������	��
�� 
���� ���� ��� �� �������$�����< ���
� ��$%��,�	�*�$/����� + ��	�,��*$%�1�
@�������$����� �
 ��� �!!(A� ��� �;��1��< ��� ��
������ ��- ���	��� �� 1�,���	
� �� �,;�
��
������ 1��� H∼<���� )�������� �� �!! ��
������ ��- ��� �5� ,�	����
�� 8�� H∼<�"��� �� ��
�������	��
� ���1��
� �� �������$������

��
��	�� ����	
�
	��� ��� ��1��
�� �� ��
� 
	1� �� ��
������ @0�T�� �
 ��� ���"A 9�� ��������
8�� ��� 1��5��
��� �
���4 �	��� �� ������
��� �� ��� ���*�� 40 000K ∼> Teff ∼> 24 000K +
���∼> log g ∼>(��� �� 1�����	� �� ��
�� ������� �� �� ����
�� �� 0�T�� �
 ��� @���"A �� ���
��
������ ��� < Teff >≈ 30 740K + < log g >≈(���� 7�� ��
������ ��- 1����� �� �:���� �� 9��	�
�� ���,��
	
� + ��� �
�
�4��� ���	���� 1�� 9	��
*���< ��� 9��	� ��,$�,�����
� 
&1	�����
�
1�� �5� �� �� ����� �� ��*�	
��� ������
�� �5� 1������< �� 1��
	����� ���,���< �	
�
*��� +
�	�&�	�< ����
��� �,������	�� ��
����� 8�� 1����� ��� ,��
��
� *������ @��,�� ����A� 0� ����
8�� ��� 1������� �� �	4��	
� @1�	��	1�����
� �����	
� *���	
��	���� + ���	
��	
� ���	�
	��A ��
5�
��
����� �� ��
�� ��
������< 1��	,�����
� �� ���1�
���	� ��� �	��
�� ��
������ � ,	��� @�	�9���
�
 ��� ���(A� �� ���
��	�� �� 9	��
*��� �� ��� ��
������ ��- 1���� ���*�� � ��� 
�� 1�8��B� 8��
�� ��
����� �� 1���� �������� �� )�- ���*� ��� �*�
��	��
� ��� 9��	� �� �� �:����� )���5�<
�����
� �� 4��� �����
	�� �� ���,��
	
� �� 9��	� �� 1����� ���
���� ��� ��1� �	*�	6��
	�� ��
9	��
*��� �� ���,��
	
�� F�� ������ 
��1���� �� ������	
� 
&1	�� 1��� ��� ��
����� �� �� 4���
�� ��- �� ��� ����� �� ≈ 108 �B���

���9�� ��
����� ������ ��� ��	*�� �� ��� ��
������ ��- ��� ��������	���� �� �� ��
���	���
�3	�
�� ���9�� 
���&�� ���1�
	
	��� �� �� ��	*�� 8�� 	��������� �	������ ������� �����
	���
1��	,���� ��
�� 	����+�� �� ������	
� �� ��� ��
����� ��� ��� 1 ��	�� �� ���� �3
���� �� ��
��- @�L%��� �
 ��� ����A< �	4����
�� 	�
�����	���� ,	���	��> ������	
� ,	���	� ��� �����
���
���:� @���*��� �
 ��� ��.�A< �7'� @��� �
 �� �!!�< ��� �
 ��� �!!�A< � 4��	
� �� ��� ������
,������ �� 9��	� @G,�� ���!A�

�����
� �� 4��� 1��
��	�� � �� ��-< ��� ������� �� ���
���� + �� �5����� �� 9	��
*���
6������
� �� ���	����� ���� 8�� �� ����*&� ��,	�� � �� ���,��
	
� �� 9	��
*��� �� 	���6�	��
�
1��� 4����� ��� �����
��� �� *	*��
� ��;�< �� ��
����� �	�� �� ��� 4��� �� )�-$���8�= @���**	�
P ����	�	 ���!A ���� �	��� �� �� ����	
� ������ ��
�� �,;�
�� 1��
$��-< ��� ��� �5����� ��
9��	� �� ���,��
	
�< ��
5� ����	���� ��� ��� ��,$������ ' �� ���1� @���� ��! , @��'AA
@������ �
 ��� ����A� 7� ��+��&� �� ��� ��
������ ��' �� �������� ��������� �� Teff ∼ 80 000K
+ log g ∼ (�( @��	����� ����A� ��� :�
	�� �� ���� � �� ����� �� ��4�	��	��
� �� ��� ������
,������ 1��� ������
	��� �� ������ ,������ �� ,�;� �����

7� 1	��� 4��
��
� 1��� ��
����� �� ������	
� �� ��� ��
������ ��- �� �� ��
������� + �� 4&�	��
��
����� ��
�5� �� �� 1 ��	�� �� ���� @����	$����	 P ����	��	 ��.�A� ���� ���� �� �� ��-
��
�� ��
������ ��,�� 1����� 1�5�
	�����
� 
��� �� 9	��
*��� �� ���	 �� �	��� �����
� �� 8��
�� �:���� �� 9��	� 9� ��������� �� ���� �&�	�� ��8���	�� 1��� 8�� ������ �� E��9 �� 9��	�� 7�
1 ��	�� �� ���� ������ �����
� �� ��- +< �5� 1��,�,�����
�< �����
� �� E��9 �� 9��	��

)4��
��������
�< ��*���� �� ��
�� ��
������ 1�����< 1���	
	 ������ �
	�	��� ��� 9�����	��
��
�� �� ��
���	�����*&� 1��� 1��,�� �� 	�
��	�� @��� ����	
� �����A�

7�� ��
������ ��- 1����� ��� ��
���
��� 	�
���� �� ��
������� ��
��
	6���� @%9��1	��
 �

��� �!!!A� �� �� 	�
��	�� ��
���� �� 4����� ��� ����� �� 
����	�	
� 8�&�	��� 7� 1�	���� �����
�� �	�	�	
� ��
�� �� ����
��� �� 9	��
*��� + 9��	� + �� �:���� �	�� �� 9��	� @	�
��4��� �U��A�
7� ��*���� �� ��� ���� �� 
����	�	
� 8�&�	�� 	�
���� 8�� �� ����
��+� ���
����
� �����
� ��

��)� ���� :���� �������	�� � ��� ��������� ��3 � ��� ��������� ��� �� ���������� �� �� )#3 ����������	�����
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������	
� �� �� ��-� �� �� ,���� ��� �:���� ������
	�� �� 9��	� �� ���,��
	
� �� ����
��+�
��� ���� �� 
����	�	
� �� ���,���U�3&*��� � 9��	� @	�
��4��� %U'U��A< � ���	�� 8�� �� ��
�����
����	��
� 9��	� �� ���,��� + �3&*��� �� 4���� ��
�,�� ���	��
� �� 1������ triple α� ��
� 
	1� ��
��*	���� �� 
����	�	
� 8�&�	�� �4��
�< � 
��� � �� ��� 4��
����� �� �
��1��	��
� + ���6���	��
�
@��� ����	
� �����A< ��� 1��1	������ �� ��� ����� �� ���	���	
� �� ��� ��- �� ������ �	�	���
� �
��� ��
������ ��
��
	6����� ���� ��� ������ ,������ @-������� �
 ��� �����< -������� �
 ���
����,A�

'
�� 1����	��	��� ��
���
���� �� 
���� ��� ������� �����
	��� �� �� ��- �� �� 1������	� ��
�� �:���� ������
	�� �� 9��	� ,��
��
� ���	�� + �3
���	��� ��,	�� � �� �3
���� ����	,	�	���
�� ��� �����	���� 
�	1�� α ��� �� 
��1���
���< �� *����� �� 5��� ���6���� 1��
	����� �����
�� ����*&� ������� �� �	,���� ��
� 9��9� ���� ��� ����	�	���� 1��� 8�� �� ���������� �� �:����
������
	��< +� 8�� �� ���	��	
� 1�� �& ���� �� �� ��1�� �� 
����1��
�� 
��� �� E�;� �� ����*&�
4���� �� �	�9� ��*	
�� /��,	 � 1������ �����
��� ��� ���*��� ��1� ������
	�� ����� �� ��
��1��6�	� ��
���� 8�� ��
5 ����	��� ��� �� ���� �� 	��	���	
� 1���	�� �� ��GGU��GGG�

��#��� ����	������
	�� �����	
������ 
� ��� ��������� ��$������� %

�� �� :�
	�� � ���� �� 9�� �����,	��
� ��� 
	1�� �	4����
�� �� 1��������� ���
	������� ��
��
��� ��
������ ��,$������ -> ���	�,��� �� 1��&���� ���
�� 8�� �39	,�� 1�	��	1�����
� ����� ��
1���	
� @����� pA< + ���	�,��� �� ���*� 1��&��� ��+�� 1�����	���� �� ��,�� � ����� �� *�������
@����� gA� ��
�� �����,�	�	��
�� �,��� �� 1��	,	�	��� �� ���� �� ��
���	�����*&� 1��� 	����
	*��
�� ��
���
��� �� ��� ��
������ ��-D +< 1�� �3
���	
�< �� ��� �:����� �� 9��	� �� �� ��+��&� �� ���
*	*��
�� ��;�� @��� �
 ��� �!!�A� �� ��
� 
��,�;� ��� ������
����� �� �� ��
��	� �� ��� 1�	������

7�� 1�	����� ��
������ ��- 1�����
�� �� ���
� 1��&��� 4����� �����,	��
�� 1�� ��
�
�����
��� ',�����
��	� )�
���
�	�� �� 0��54�	�� @C	�M���+ �
 ��� ���.D C��� �
 ��� ���.D 0
�,	� �
 ���
���.D 'L����*9�� �
 ��� ���.A< + �� �����	��� ��
������ �% �"!���� 1�� �� 1��
�
	1� �% �"!��$
��".� G���1���	��
����
�< + ���	 �	���
�������
�< %9��1	��
 �
 ��� @����A + %9��1	��
 �
 ���
@���.A 1���	;���� �� �3	�
���	� �� 	���
�,	�	����� �� ��� ����� �� 1���	
� �� ��
�� ��
������
�������� 1�� �� ��5�	�� �����	��� κ ����	��� ��� �� 1	�� �� 9	���� �� �� �1��	��� �� ���
�����
���� �� ��� ��-� 7� ��1���,������	� ����� �� 9	���� �� 1������ 1�� �� ���1�
���	� ��
��
��� 1������� �� �����	
� *���	
��	���� + ���	
��	
� ���	�
	��� 7�� ��
������ �% �"!�� 
&1	���
����
��� 1��&���� �� 1�����	
� �� �!!$�!! ��*����� ��� ��1�	
���� �� ��*���� ���
 �	��� ��
��*�	
�� � ������ �� ���*� �� 1��&���� 
�
�� �� ����� ��� �! � ��� �!! ��*������ 7�� ��
������ �%
�"!�� �� ������
��� 1�	��	1�����
� ��
�� ��� ��
������ ��- �5� ���	��
��< ���
�5����� ���������
�� Teff ∼ 33 500C + log g ∼(��< ���8�� �3	�
�� ��*���� �;��1��� �5� 4�&�� + �� ����� *�������
��� 1��&���� �5� ���*�� �� 9��
� �! �	��
��� )�
������
� �� 9� ��1��
��� �� �3	�
���	� �� �"
��
������ �% �"!�� @C	�M���+ �!!�D 0	���

	 �
 ��� �!!�D ���	���� �
 ��� �!!�D -������� �
 ���
�!!�D '��	�� �
 ��� �!!"D -���� �
 ��� �!!(A< ���8�� �5� �� �� �	
�� ��� ����
	�����
� � ,	���
@HV�"�A�

7� ��*���� ����� �� ��
������ ��- 1�����
�� 4�� �����,	��
� 1�� ����� �
 ��� @�!!�A� ��
��
��
������ �� �����	��� �� �.�� � 1��
	� ��� 1��
�
	1� �� �.��W"��< 
��,	 � �� ������� ����
��- ���	�,��� �� ���*� 1��&���� 0�� 1��������� ���
	1��	
�	��� ��� 1��&���� 
&1	��� ��
�� !��
+ ��� 9���� + ��1�	
���� 4�
�� 
�	��� �3
���������
� 1�8��B��< ��� ����� �� ��� �	�	��*
@������� �
 ��� �!!(,< �!!(�A� �� ���
���
� ��� ��� ��
������ �% �"!��< ��� ��
������ �� �.��
�� ������
��� ��
�� ��� ��- �5� 4�&��< ��� ������� �� Teff + log g ���
����� ��������� �� ∼
27 000C + ∼(�" ���1��
	�����
�� '
�� �	4�����	� �� 8�� ��� 1��������� �5� ���
�� ��� ���9�
�5� �������� /��	�
� �� ��
�� ���	�,��� �� ��1��
���� ����� �� �B� �!!�< �1��3	�������
� ��
�!J ��� 
��1���
���� ��
�� 24 000 + 29 500C< 1��� 
���� �5� ,�	����
�� 8�� H?�"� ���
�	��
�
 ��� @�!!�A ���
�
 8�� ��� 1�����	���� �� ��� ��
������ �� �.�� 1����� ��� �3	
���� 1�� ��

��B�����	���� �� ����	���� 
��	��	���� ��������� =C7. #��
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�	��� �����	��� 1��1���
� 1�� %9��1	��
 �
 ��� @����A< �	 ��� ����� g ��� ����� �� ��
�
����� ���	�� + ��
� *���� ���
�	�� @� ∼> 3A�

�� ��� ���	� �� 
��� 1�1���< %9��1	��
 �
 ��� @�!!!< �!!��< �!!�,A ����	����� ��� �31�����	
�
��
������ �� ��� 1��1	������ 1�����	������ ��	�,5
	��� �� ��
������ ��- ��,�	���� �� ��1�	�
��1��	� �� 1��5��
���� ���� ���� �
	�	����� ������� �����
	��� N1���	����O< �� ���	� �������
�����
	��� 1��
	���� ����� �� I)�-< + ������� ��
5
	��� �� �����
��� 8�� �� 1���	���� �� ���
�������	� �����
	�� ��
������� 0	� ��,��*�< ��� 1��&���� �� ���	���	
� 1���	�9�� �� ������
���
�� ,��� ������� ��� ��� 1��&���� �,�������� �� ��
������ ������� ��� ��
� ��
	�� ��� �����
����
9�� �	�� ���1
���� ���� ��� ��4�����	� �� �� ��
��	� �� ��� ��
������ ��-� ) ���
	����	
�
�����	����� ��� �����
���� �,
��	��� 1�� %9��1	��
 �
 ���@�!!!< �!!��< �!!�,A 1��� �� ������
�� Mc?!�".(�M�< Menv?!�!!!�M�< log g �(�.( + Teff � 31 310K �� ���� 
�� �� �	�1���� ��
�� ������ �����
	��U1�����	���� �������� 1��� ������ � ��,� ��� ���1����	
� �� �5� �	���
�
1��	,�� ��� ����
��� �����
�����

7�� ����� �� 1���	
� �� ����	����� ����� �� �����
���< ���� 8�� ��� 1��&���� �� 4�����
1�	��	1�����
� �� ��� ��*	���� �5� �3
��	���� �� �� ��
�����< ��1��	�����
� �� �� �����
��� �	��
�� 9	��
*���� ��� �
�� ����< �3	�
�� ���
�	,��	���� �	*�	6��
	��� 1�����	��
�� �� �� ��*	
� �����$
	���� ��,�;� �� �� 
����	�	
� 8�&�	�� ��U�< 1�	��	1�����
� �� ��*	
� ���	�
	�� �	�� �� 9��	�� )�&
�	��
��� ��� ����� p ��,�� ����	������� ���� ����� �� �����
��� ��� ��+���� ��1�	
���� ��
���	���	
� ����
	��� �� ��� ��*	���� ��1��6�	���� �� �� ��
�����< ��� ��1�� �5� 1��4����� 1�����

���� �� �4��
� �	*�	6��
	�� �� �� ���1��
��	��
�� 0	� ��,��*�< �� �:���� ���
��� ������
	��
�� �	 �	��� �� ���
�	,�+� �������
� � �� 4�����	
� �� ��� 1��&��� �� ��� ����� p�

�� ���
���
� ��� ��� ����� �� 1���	
�< ��� ����� �� *������� ��� *��,�����
� ����� ���
	�
��	�� 1��4����� 0�� 1��&���� �� 4����� 1�	��	1�����
� ��,�;� �� �� �����
��� �� 9	��
*���
+ 9��	�< 9��	 ������ 	�����	,��� � �� ��
���
��� �� ��� ��*	���� ��1��6�	����� /��,	 � ��
5�
4���
����
� 	�E����	���� 1�� �� ��*	
� �� 
����	�	
� 8�&�	�� %U'U�� ��
�� �� ��*	
� ������
	��
+ �� ���	�
	�� �� 9��	�< ���8�� ��� 1��&���� �� ��� ����� g �� ��� ����	,��� �� ��
���� �� ��
��
���
��� �� �� ��*	
� ������
	�� ���
���< ���� 8�� �� �� 1��1�*�� ���&�

) 1��
	� �� �� ��5�	�	� �� �� ����*&� �	� 
	�� �� 4���	
� ��� 1��&��� + �� ��� ��
�4���	���� ��
1��� ��� 8�� ��� ����� g �31��	���
�� �� 4��
���� �� ��������	� ������� 1�� �� ��
���
���
	�
���� �� ��
��
	6���	
� �� ��� ��
������ ��-� -������ �� �� 
���&� ��	�


	�� �� 1�����	����
��
������ �� ������
�� 8�� �� 
����	�	
� 8�&�	�� ��U� �� ���1����,�� ��� �4��
� �� �
��1��	��
�
+ ���6���	��
� �� ����� g< �� 4���� ��5��*� � �� 8�� ������ ��� ��� ����� �� *������� ��
��
������ ������ ,������� 7�� ����� ���6����� 1����� 1��&���� 8�� ������1����� � �53	���
������� �� �� ����*&� �	� 
	��< �	��
��� 8�� ��� 1��&���� ������1���	��
�� � ��� ����� �
��1����
��� �&�	��� �������� 7�� ����� g �
��1���� 1����� �����
��&�
	��� �	4����
�� �� ��� ����� g
N��������O� �� �� 8�� �� ��6��� � ��� 1��1	������ *��,����D ��� 1��&���� �� ��� ����� g �
��1����
�� 4����� 1�	��	1�����
� ��������� �� �� ���� �� 
����	�	
� 8�&�	�� �� ��U�< �	��
��� 8��
��� ����� g N��������O �� 4����� �� ����� ���9� �5� 1��4������ ��� �� 
��
�< ��� ����� g
�
��1���� ��� �5� ��1��6�	���� ���1������ ��� ��� �
��� ����� g< 1��� �:� �5� 1��4�����
8�� ��� ����� p�

�� 4��
���� �� �
��1��	��
� ��;� ��� 9����� �5� � ,	� �� �� ��1��
�� �� 1��&���� �� ���
����� p� �� �� ���� �� 
����	�	
� 8�&�	�� �U�� �� 1������ ��� 1��
��,��	
� 1�8��B� 1���
�	*�	6��
	�� �� �� ��1��
�� �� 4�������	�� ��:�
	���< �����	���� �	���$�
��1��	��
��

) 1��
	� �� ������� ��
5
	��� �� �����
��� %9��1	��
 �
 ��� @�!!��A ��
��	���� ��� ���,	��
�� ��� 1��&����< � 4�������	��< �� ��� ����� p + g 4���
� � ���	��	���� �� ��� 1��5��
��� �����$

��&�
	��� �� ��� �������� ��
� 
	1� �� 
��
��	��
� 9��� �5� E�3	,�� �� ��
��	� �� ��� ��*	����
�������
�� ��� ��1��	� �� 1��5��
���< ���� 8�� 
���� ��� 1��5��
��� ��
5� ������1����� ����
�� �
���< ���8�� ��
� �� ������ 1��� ������� �����
	����

F� �����
��� 	�1��
��
� �� �� �1��	�	
� �� ��� 4��
����� �� ���� ����	
� + �
�	���
�����	
� ��
�� ����� �� ��*���� ��*	���� ��� 1���� logTeff − log g� ���� 4��
����� �������
������ ��� 1��&���� �� ��� ����� g �������� ������� ��6�	��
����
� �������� � ��� 1��&���� ��



��� ��
������ ��,$������ - �(

��� ����� p� ���� 8�� �� �� 
���&� �� 1�����	���� ��
������ �� ��
5 1���	
	�� 8�� ��� 1��&����
��+����
�� �� ������ @F��� �
 ��� ����A< ��� ����� 8�� �� ������
��� ��
� ��� 	��	���
� ���	�	
�
@���� ����	
�A 
	����� � ��1������ ��
�� �& 	�
�����,	���� ��� 1��1	������ 	�
�&������< ����
1�� �;��1�� ��� ��1������	�� �� ��� 1��&���� ��� ��� 1��5��
��� ��
������ @�
�	��� �����	
�A<
����� ��*�� � ����� �	3
��� 7� �1��	�	
� �� ����� �	3
�� �� �,����� �� ������� ��
������ ���
��
�� ������
���	���� ���
����� �� ����< ���� �� �� ���� �� ��� ��
������ ��-� ��
�� 4��
�����
��
5� 1�����
�� �� ���9�� �� ��� �����
���� �,
��	��� 1�� %9��1	��
 �
 ��� �!!�� + �!!�,A�

7�� 1��&���� �� ��� ����� �� 1���	
� ��� ��+ ����	,��� � �� ���	��	
� �� �� *������� ��$
1��6�	��< ��
�� �� ����
�� �51	�����
� � ���	�� 8�� log g �����
�� ��� �
�� ����< 1���������
���	 	���
������ ��
� �� ���,	� �� �� 
��1���
��� �4��
	��� ��
�� ���	��	���� �� Teff + log g ��
�4��
�� �	*�	6��
	�����
� �� ��
���
��� �� �	���$�
��1��	��
� �����
���� �� �� ��1��
�� �� ��$
��� ��:�
	���� ���� *��������� ��1��6�	���� ������� + 
��1���
���� �4��
	��� ��+���� �� �����
����	�	���� 4�����,��� 1��� ��� 4��
����� �� ���� ����	
� + �
�	��� �����	
� ��
�� ��� �����
p + g �� ,�;� ����� ���	��< ��� ������ �� ������� ����� �	3
��� ��
� ����� � ���1��
��	��
��
�5� ���1�	����� �� ��� 1��&���� �� ��
� ��*	
� 1��
	����� ��� 1���� log g − log Teff < +� 8�� ���
����� �	3
�� ���1
�� ��
����
	�����
� �����
��&�
	��� �� ����� g � p< ��1���	���� ��� �����
�� ��� 1��5��
���� 7�� ���	��	���� �� �� ���� �� �� �����
��� �� 
	���� �� 	�1��
� *��,�� ��
��� 1��&���� �� ��� ����� p< +� 8�� �� �� �,������ ���	��	���� �	�
��5
	��� ����	����,��� ��,��
������ ��� �
�� ����< �� �	�
�	,��	
� ����
	�� �� ��� 1��&���� ���
�� ��� ��1��
�� �� �� �4��
���
�� *��� ���	�� 1�� �� 4��
���� �� �	���$�
��1��	��
�� ��
� 4��
���� �� �	���$�
��1��	��
�
8�� �4��
� � ��� ����� p ��
� ����������
� �����	����� ��� �� ��*	
� �� 
����	�	
� 8�&�	��
��U� +< 1�� �� 
��
�< �� �	�	��� �� ��
������� �� �
��1��	��
� �� ����� g� 7�� ������� ��� ��$
���
���� �5� ���	��� 
	����� � 4�������� �� �1��	�	
� �� 4��
����� �� ���� ����	
� + �
�	���
�����	
� ���
�� ��� ��1��
�� �� 1�����	
�� 7� ���� 
�
�� �� �� ��
����� 
	��� ���� �� 1�8��B�
	�1��
� �� ��� 1��&���� �� ��� ����� ��:�
	���< ���
�� �� �� ���*� �� ���� ��+ ���*��� 8��
�� �������
� 1��� ��� ��
������ ��- @∼!�($!�"�M�A� 0	� ��,��*�< �� �4��
� �� �	�
��5
	��� �� ��
���� �� �,;�
�� ����� ���	��� �� 4�������� ��� ���	�	���� ��
�� ������

7�� 1��&���� �� ��� ����� �� *������� �����
�� ��� ��+ ����	,��� � ��� ���,	�� �� ��
*������� ��1��6�	�� + �� 
��1���
��� �4��
	�� �� �� ��
������ ��
�� �������� 4���
����
� ������
Teff �����
�< ��1���	���� ��� ����� �� log g� �� ���
���
� ��� ��� ����� p< �� ���1��
��	��
�
�� ��� 1��&���� �� ��� ����� g �� �� ��	4����� ���� ��
�� Teff @Teff ∼> 25 000CA ��� ����� g
�������� ��� 1��&���� �5� ���*�� � �� ����� 	�
�����	� �� log g @log g ∼(�.A< �	��
��� 8��
1��� Teff �5� ,�;�� @Teff ∼< 25 000CA< �	*��� �� ����
��	��
� ���

��� 8�� �����
� ���
log g� ��
�� ���1��
��	��
�� �� ��� 1��&���� ������ � ��� ���	�	
� ��� ��� ����� ��:�
	���
@�
�	��� �����	
�A 8�� ������ 1�	��	1�����
� � ��
�� Teff + ,�;�� g� 7�� ���,	�� �� �� ���� ��
�� �����
��� �� 9	��
*��� + 9��	� @MenvA< 	����� ���	��	���� �	*�	6��
	��� �� ��� 1��&���� �� ���
����� �� *�������� ��
�� �������� ������ Menv �����
�< �� 8�� 
��,	 � 4������� �� �4��
� ��
���� ����	
� 1��� ������� ��� �����
��� ���*���� ��
� 1��5��
�� ;��*� �� ��� 	�1��
��
� ��
*�,����� �� ��
���
��� ��� �
��1��	��
�U���6���	��
� �� ����� + �� ��� 4���� ��+ �	�	���
�� 4��
���� �� �
��1��	��
� �� ����� �� �� ������ ,������ 1�����
��� �	������
�< ��� 1��&����
�� ��� ����� g ��� �5� ����	,��� � ��� ���	��	���� �� �� ���� 
�
�� �� �� ��
����� 8�� ��� �����
p< +� 8�� ��
�� �������� �1��3	�������
� �� �(J ������ �� ���� 
�
�� ������� ����� !�(M�
� !�"�M��

��� :�
	��< ����	��������� ��� ���	��	���� �� ��� 1��&���� �� ���	���	
� �����	������ ��� ��
������	
� �� ��� ��
������ ��-� %��� ������� � ���
	����	
�< ��� 1��&����< ��& ���� ��� 
���
�� ���,	� �� ��� �	����< ����
��� �� *������ �� ���1��
��	��
� �5� ,	�� ���1��;� ����
4���	���� �� �� �����

7�� ����� ��:�
	��� �����	���� �� �� 4���� �5� �	�1�� � ��� ���,	�� �� �� ��
���
���
	�
���� �� ��� ������� 	����	�� 1�� �� 1������ �����
	��� 0� ���1��
��	��
�< ������	�����
�
�	�
��� 1�� �� ������	
� ������� �� �� *������� ��1��6�	��< 1���� ��� �����	
� �� 
 ��	���
�� ��� 4���� �	�
	�
�� + ,	�� ��6�	���� 7� 1�	���� 4���< ��1������ �� �� I)�- + �������



�� ��� ��
������ ��,$������ -

�1��3	�������
� �! �	������ �� �B��< ��
5 �����
��	���� 1�� �� ����	�	��
� �	�
��5
	�� �� ���
1��&���� �� 1�����	
� @Ṗ > 0A 1��� 
���� ��� ����� p< �3��1
� 1��� ��*���� ����� �� ,�;�
����� 8�� � ����� ��
5� ��;�
�� � ���	�	���� ��� ��� ����� g� 7� ��*���� 4���< ����� ��� �!
�	������ �� �B�� �� ���� 9��
� �� ���	���� �� �� ������	
� 1��
$��- @�1��3	�������
� ��!
�	������ �� �B�� ���1� � �� �� I)�-A< ������1���� � �� �51	�� + ��������� ������	�	��
� ��
��� 1��&���� �� 1�����	
� @Ṗ < 0A 1��� 
���� ��� ����� ��:�
	��� �	� �3��1�	
�� �&�	�����
�<
��
�� ��� 4���� �� 	���
	6��� ��� �� 4��� ���
� �� �31���	
� �� ��� ������� 	����	�
����
� 4����
�� �� I)�- + �� 4��� �� ���
����	
� �5� ���
� 8�� �	*�� ������ �� ���,��
	,�� 
�����������
���	���� � ����1������ �� ��� ��*	���� ���
������ �����
� �� 1�	���� 4��� �� �� ������	
� ��
��� 1��&����< �3	�
� ��� ���� 1��� �	�
��5
	�� 
������	� � ���
��� ������� ��+���� �� �� 
���
���	� �� ���,	� �� ��� 1��&����� %9��1	��
 �
 �� @�!!�,A ��*	���� 8�� ��
� �4��
� �� 1�����
�
�� �� �5����� ���	���� �� 9	��
*��� �� ���,��
	
� �,	���� �� �� ,��� �� �� �����
��� �	�� ��
9	��
*����

7�� ����� �� *������� ����
��� �� ���1��
��	��
� 
��1���� �5� ���1�	���� 8�� ���
����� ��:�
	���� �����
� �� ������	
� �� 1����� 	���
	6��� 
��� 4��
���� 1�	��	1���� 8�� ��*����
�� ������	
� �� ��� 1��&���� �� ��� ����� g>

���,	�� �� �� *������� ��1��6�	��D

���	��	���� �� �� 
��1���
��� �4��
	��D

�� ���	���� + �� ����	�	��
� �� �� �	����
	��	��� 8�&�	�� ��
�� �� �:���� ���	8���	�� ��
���,��� + �3&*��� + �� �����
��� �	�� �� �� @%U'U��A�

�� �&���� *��������< �� 1���� ��� 8�� ��� ��� 4���� 1�	��	1���� 8�� ��6��� �� ������	
� ��
��� 1��&���� �� ��� ����� p 
��,	 � ��
5� 1�����
�� �� �� ������	
� �� ��� 1��&���� �� ���
����� gD �5� ��� 
������ 4��� �	�
	�
� � ��� ��� ��
��	����� �4��
	�����
�< ����� �� I)�-
9��
� ��� ���� �� ∼�! �	������ �� �B��< ��� 
���� �� ���,	� �� ��� 1��&���� �� ��� ����� g
���< �� 1�����	�< 1��	
	���� )��8�� �� ���9�� ����� 	��	�	������< �� 1��
	����� �� ��� �����
���6�����< ����
��� ������� ��*�
	��� �� Ṗ �� ��
� 4���� ����� ��� �! �	������ �� �B�� 9��
�
∼ �! �	������ �� �B��< ��� 1��&���� �� ��� ����� g �	��	��+�� 1�	��	1�����
� ���� �����
���
�� �� 	�����	
� �� �� ������	
� �� �� Teff �� ��� �������� ��
� 4��� �� �� �,����� �� �� ������	
�
�� ��� 1��&���� �� ��� ����� p +� 8�� ��� 	�����	,��� � ��� ���,	�� �� �� 
��1���
��� �4��
	���
�	������
�< ���1� � �� ��� �! �	������ �� �B�� �� ������	
� 9��
� �� 	*�	�	
� ��� 9��	� �� ��
�5�����< �� ������	�	��
� �� ��� 1��&���� �� ��� ����� g �� ������ �:� ��+�� �� ���1���
� � ��
���
����	
� ��������� �� �� ��
����� �����
� �� ���� log g + Teff ������ �51	�����
��
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� ��1&
��� �����	,	����� ,�������
� ��� �
�	*�� ��� �	��� ��1������ �� ��
� 
��	�
1��� �� �5����� �� ��� �������	�� �����
	��� + ��� 1�����	���� �1�	����� � ��
������ ��,$������ -�
%����������� ����	������ ��*���� *������	����� ��� �
�	*� �� ������	
� + ��
���
��� ��
����
1��� �� ���� �� ��� ��
����� ��� �	��
�&� ��4 �	��� 7��*� 9������ ��� �����	1�	
� ��� �
�	*� ��
1�����	���� 1��� �� ���� ��	�,5
	��� ��� :�
	��< �����	,	����� �� 1�����	�	��
� �
	�	���� 1���
�� �5����� �����
	��$1�����	�����

���� �������	����� ��� "
�	�� �����
	��

������ &�����
���� ���'�
	� 
� ��� �	��	
���� 
� �����	����

7�� �5������ �����
	��� 1�����
���� �� ��
� 
��	� 4����� ����	����� ��� �� �
�	*� �����
	��
7�%'��� �� �
�	*� 7�%'�� 4�� ������������ �� �� 
�
��	��� �� �� �����
�� �� %	���	��
)�
���
�	��� + ���4&�	��� �� 7� ���
�� '�	*	������
� ������������ 1�� �� ��� '��� -������
�<
4�� 1��
��	�����
� ���1�
�� 1��� �� ��
��	� �� ��� ��
������ ������ ,������ 1�� �� ��� 7������
)�
9���� ��
� �
�	*� 9� �	�� ��1����� 1��� �������� ������� ��
������� �� ������ ,������<
�
	�	����� 1��
��	�����
� �� �� ��
��	� ��
���	����
*	�� �� ��
�� ��
������ @)�
9��� �
 ��� �!!�A�

�� � 
��� �
	�	���� 1��� �������� ��� �����	���� �� ��
���
��� @-��A$@-���A ��
5 ,�����
�� �� ��8���� 
	1� ���+�+� ��
� 
	1� �� ��8���� �� �� �5� �	4���	�� ��
�� ��� �
�	*�� ��
������	
� ��
����� ���� ��+���� ��
����� �� �����	���� ������
�� � C	11��9�9�< Q�	*��
 P
��4��	�
�� @��.�A� 7� 	�1�����
��	
� �� �� �
�	*� �� ������	
� �
	�	���� �� ����	�� � 
��� � ��
�� �	����	���	
� 	�1�&�	
� ��� �	�
��� �� �����	����� �� �	�
��� ��*�,��	�� �����
��
� �� �	�9�
�	����	���	
� �� �������� 	
���
	�����
� �
	�	����� �� � 
��� �� #�K
��$��19���� ��
� ��8����
�� 1���� ����	����� ��
5���� ��
�� ��� �
�	*�� �� ������	
� ��
����� ����	�������� ��
�����
��*���� �����
��&�
	��� 1��
	������� ��� 
��
��	��
� �� ��� �����	���� �� ��
���
��� �� �� �
�	*��

7�� �����	���� �� ��
���
��� �� �� 4���� @-��A$@-���A ������1����� � �� �����	
� �� ���
���	�,�� 7�*���*	��� ���� ���	�,�� 	���1���	��
�� ���
�� ��� �
�	*� �� ��	*� ���� ���	�,��
	���1���	��
� � �� ���� 4����	����	�Mr = m/M∗< ����� m �� �� ���� 	�
���� + M∗ �� �� ����

�
�� �� �� ��
������ ��� ����	*�	��
�< ������	���� ��� �����	���� �� ��
���
��� ��
���� �� �,
	����
T = T (Mr)< P = P (Mr)< r = r(Mr) + l = l(Mr) � �� 
	��1� ����< ����� T �� �� 
��1���
���<
P �� 1���	
�< r �� ��������� ���	�� + l �� ���	���	���� ��� :�
	��< ���� �� ���1��	�	
� 8�&�	��<
��� �����	���� �� ��
���
��� 4����� �� �	�
��� �� �����	���� ,	�� ��
���	�����

7� ��
�,	�	��� �� ��� �5������ ��� �	��� �� ��;��� ��
�,�����
� ����	����� ���,	�� ��
���	�,��� �1��1	����� �� �� �
�	*� 7�%'�� �� �
	�	�� �� �	*�	��
� ���,	� �� ���	�,���>

�.



�� ��� �������	����� ��� %
�	*� �����
	��

ξ = ln (1 −Mr/M∗) @���A

θ = lnT/T0 (T0 ≡ 106C) @���A

p = lnP/P0 (P0 ≡ 105�	� ��−2) @���A

x = ln r/r0 (r0 ≡ 1010��) @��"A

λ = 1/ΛL0 (L0 ≡ 1033��* �−1) @��(A

)�&< ξ �� �� ���	�,�� 	���1���	��
� �
	�	���� 1�� �� 7�%'�� + θ< p< x + λ ��� ��� ���	�,���
��1���	��
��� 7�� ����
��
�� T0< P0< r0 + L0 ��� 4��
���� �� ������� �� 4��
�� Λ �� 
��,	 � ��
4��
�� �� ������ 8�� �� ���;��
� ��
��5
	�����
� �����
� �� �5����� �� ���� 
�� �� ���
���� ��
����� �,����
� �� λ 1�� ��,�;� �� �!� �� 	�1��
��
� ��
�� 8�� �� ���,	� �� ���	�,��� ���1
���
1��� �� ���	���	��� ��,� 1���	
	� 8�� ��
� ���
	��� 
��� ������� ��*�
	���� ��
� 9��9� ��
4&�	�����
� 1��	,��� ��� �;��1�� �� ��� ����� �� 8�� �� ��
����� �� ��4�&� 1�� ��	�	
� �� ���
�	���
@��� �����	
� @-��!AA< � �� ��*	���� 1�� ��,�;� �� ��� �5����� ����� �� ���,��
	
� �������
������ �� 4���� �	����
�< ����� ��*�� � �� *���	��
� �� 
��1���
��� ��*�
	��� �� ��
� :�
	��
���� �� 
��1���
��� �� �������	����
� �����
� 9��	� �� ���
�� �� �� ��
�����< 9��	���� 1��	,��
�� �3	�
���	� �� �� E�;� �� ����*&� 9��	� �� 	�
��	�� �� �� �	����

�� ��� �
�	*�� �� ������	
� ��
���� �� ���1��	�	
� 8�&�	�� �� �� ������< ���� �� ���;��$

� �� �����	���� @-��(A< �� �� 
��
� �� ������ ��
�����	�
��
� ��� ��� ���,	�� �� ��
���
���
��
����� F�� ��� �,
��	��� ��� ���	�,��� T < P < r + l � �� 
	��1� tn+1 �� ������� �� ���1��	$
�	
� 8�&�	�� �
	�	����� �� ���;��
� �� �����	���� @-��(A � �� 
	��1� tn+2� 7��*� �� ��������
��� ���	�,��� �� ��
���
��� �� 
	��1� tn+2 ��1��	���� �����	�� �� ���1��	�	
� 8�&�	��< + ��&
�����	�����
�� 7� �������	
� �	���
5��� �� ��� �����	���� �� ��
���
��� + ���1��	�	
� 8�&�	��
	�1�	�� �� ���
� ���1�
��	���� ��+ ��
�� 7� �������	
� �	���
5��� �� 1����� �������	� �	 ��
1��� 
��1���� �� ���
	��� �� ��6�	��
����
� 1�8��B� 1��� 8�� ��� ���	�,��� �� ���,	�� ���$
�	����,�����
�� )���5�< �� 1��� 
��1���� 1�8��B� �� ��� �5������ �����
	��� �� �������	� 1���
8�� �� �	����	���	
� �� ��� �����	���� ��� ��� ,���� �1��3	���	
��

�� 
��
��	��
� ��� �	�� �� ��� �����	���� @-��(A �� �� �� �	��� 1��� ��� �	4����
�� �
�1��
�����
	���� �� ���� �
�1� �	�
	�
�� 1������� 4&�	��� �� ������� �5� 	�1��
��
�� � �� 9��� ��
��
���	��� �� ���1��	�	
� 8�&�	���

������ ���
	� �����
���
��

���� �� �������� ��� �����	���� �� ��
���
��� @-��A$@-���A + �� ���1��	�	
� 8�&�	�� @-��(A
�� ��,�� �������>

ρ = ρ (T, P,Xi) ∇ad = ∇ad (T, P,Xi)
δ = δ (T, P,Xi) cP = cP (T, P,Xi)

εnuc = εnuc (T, P,Xi) εν = εν (T, P,Xi)
κ = κ (T, P,Xi) 〈σv〉ij = 〈σv〉ij (T, ρ)

@���A

7�� ���
	����� ρ,∇ad, δ + cP @��� �1 ��	�� - �� ��,�� �������� � 
��� � �� ��� �����	
�
�� ��
��� 1��� �� ��
��	�� ��
����� ���� �� ��
��	� �� ��*������� + ������ ��� �������	����
%�����,	���� ��� ���1���	�,��� 1��� ��
���	��� �� ��
��� �� 	��	���	
� 1���	�� �� �� ��
��	�<
�� �
	�	�� �� �����	
� �� ��
��� �� �� *�� 	����� ���� ��
� ���� �� *���� �� 	��	���	
� 1���	�� ��
�� ��
��	� �� �,
	��� ������	���� �� �����	
� �� 0�9� 1��� �� *�� ���1���
� �� 9	��
*��� +
9��	�� �� ��
� ���� ��� �������	���� 1�� �� 1������	� �� ��
���� ��� ���1���	�,��� +� 8�� ������
�� 1������ 	��	���	
� 1���	�� �� �	
���	���� ������< ��� ������
�� �5� 1������ ��� �	���	
��	��
+ �� 	�E����	� �� �� �����	
� �� ��
��� �� ���1���	�,��� 7� �����	
� �� ��
��� 1��� ��
��	�



��� %
�	*� �� ������	���� ��

��*������� 	����+� ����� �� ��*������	
� � ,	� ��� |α| 
 1 + �� ��*������	
� 4���
�< ���
|α| � 1< ����� −α �� �� 1�
���	�� 8�&�	�� �� ��� ����
����� �� ��	����� �� kBT � 7� �����	
�
�� ��
��� 1��� �� ��
��	� ��*������� �� 1���
�� �� 
 ��	��� �� 	�
�*����� �����	��� ���� ���
	�
�*����� �� ����	� ��
�� 	�
�*����� �� 
	���� �����	
� ����&
	�� + �� �
�	*� �
	�	�� �����������
�� ���	� �1��1	���� 1��� ���� � *	��� �� ��*������	
� @%��+
�� ����A� ��
� �����	
� 
��,	 �
	����1��� ���
�	,��	���� 	
�	��� � 	�
�����	���� %�����,	����� �� 
���� ��� ����� �� 	����+�� ��
��� ���
	����� 
�����	�5�	��� ��� �4��
�� ��,	��� � �� ���	��	
�� �� �� ���� �� 8�� �� 	��	���	
�
1���	�� �1����� ,�;� ����	�	���� �� 8�� ��� 	�
�����	���� %�����,	���� ��� �������
��< �� �
	�	��
�� ����	
� ��
���	���� �� �� �����	
� �� ��
��� �� ��*�	 + ����	
���	 @��.�A� 7� 
��� �� ��	�	
�
�� ���
�	��� 	����+� ��� 1������� �� 1���� �� ���
�	���< 4�
�$���
�	���< 1����� + -�����
��9���*
�	*�	���� ��� �	����	��
�� �� G
�9 �
 ��� @����A�

7�� �1��	����� ���	�
	��� �� �,
	���� �� '�)7 @G*���	�� + ��*���< ����A � 	����+�� 
�,���
������1���	��
�� � �	4����
�� ��
��	�	������ �� �� ���� �� ,�;�� 
��1���
���� ��� �1��	�����
���	�
	��� ��
5� ���1�����
���� ��� ��� �1��	��� ����������� �� )��3����� + ���*���� @���"A�
7�� �1��	����� ������
	��� �� ��� ��*&����� �� ,�;� + ��
� ����	��� �� �,
	���� �� ��,,���
+ 7��1� @����A � G
�9 �
 ��� @����A< ���1��
	�����
��

7�� ��1��	�� ��������� ����	������� ��� �< �< 3��< 4��< 77	< 7-�< 12%< 13%< 14#< 15#< 16'<
17'< 18'< 19� + 20#�< � ����� 8�� �� 	��	8�� �� ���
���	�� 7� ��� �� �����	���� ��������� �� ��
�1��1	��� 1��� ��*�	� �� ������	
� ��
���� �����
� ��� 4���� �� ���,��
	
� �� 9	��
*��� + 9��	�
� 	����+� �! �����	���� ���������� ���� �� 1�	��� ���� �� 	����+�� ��� �����	���� ��������� �� ���

��� ������� ��� 1������ 1��

�$1��

� + �� �&��� %#'� �� �� ���� �� �� ���,��
	
� �� 9��	�< ��
	����+�� ��� �����	���� 4�������
���� 8�� ��
���	��� �� 
��� �� �	,����	
� �� ����*&� �����
�
��
�� �
�1��� 7�� 
���� �� �����	���� ��������� 4����� 
������ �� �� ��+��&� �� �� ���1	���	
�
�� %��*9��� + ��K�� @����A< �3��1
� �� �� ���� �� 8�� ��
���	���	���� �5� ���	��
�� �	6���� ��
������ �1���	�,��� �� 1��
	����� �� 	�1��
��
� ����	���� �� �����	
� 12% (��, γ)16 '< 
�����
�� )�*��� �
 ��� @����A�

���� "
�	�� �� ������	����

%�� �� 6� �� ��
��	�� ��� 1��1	������ 1�����	������ �� ��
������ ���	�,���< �� ���������

�� 4���� 	���1���	��
� �� �
�	*� �� 1�����	���� �
	�	���� 1��� �������� ����� ��$���	����
�� ��
������ ��4 �	�����
� �	� 
	���� )�*���� �� ��� �����
��� 1�,�	����� �� ������
��� �� ���
��
&����� %
��	�� P -������
� @�!!�A + %
��	�� �
 ��� @�!!�A� %��� 1�	��� 1���< �� �
�	*� 4��
�	��B��� ��� �� ��1��	��� �� �������� ��� �����	���� 8�� ������� ��� ���	���	���� ��	�,5
	���<
���� 8�� �� 1��,���� ��	�,5
	�� �� �,�	����
� �5� ����	��� 8�� �� ���� *������ ��$��	�,5
	���
7�� �5������ ��	�,5
	��� 1��1���	���� ��6�	��
� 	�4�����	
� ������ �� �� ��
���
��� ���5�	��
�� �� ��
����� �� ����
	
�< 1�� �� 8�� ��� ��1������ ��������
� 1��� �� ����	���	
� �� ��
��	��
��
���	����
*	���� �� 
���� ��� �5������ ����	����� �� ��
� 
��	� �� �
	�	�� �� �1��3	���	
� �� 1��$
���	���� ��	�,5
	���� ���	��
����
� �� 9� 	����1����� �� �
�	*� �� 1�����	���� ��$��	�,5
	���
�	��B��� 1��� ��
��	�� �� ��
�,	�	��� �	,���	���� �� ��� ��
������ ���	�,����

%�,� 
��,	 � ������� 8�� 1��� �� ���������� �� ��
� /��	� �� ���,��
 ��� ����	
� ��� �
�	*�
1��� �������� ��� �����	���� �� 1�����	���� ��	�,5
	��� ���	���� @�?!A� 0	� ��,��*�< � ���
	�$
���	
� ��� ������
������� �� �� �����	1�	
� ��� �
�	*� ��$���	���

�� �
�	*� ��
5 ,����� �� ��� ���	6���	
� �� �� 
 ��	�� �� #�K
��$��19��� *������	����
1�����
��� �� C	11��9�9�< Q�	*��
 P ��4��	�
�� @���.A 1��� �������� �� ���;��
� �� ����$
�	���� �� �	4�����	�� 8�� ��1�����
�� ��� �����	���� �	4�����	���� �� ���	���	���� ��$���	����<
�	������ + ��	�,5
	��� 1��� ��
������ ��4 �	�����
� �	� 
�	���� ��
� �	�
��� �� �����	���� ��
5
���� 1�� ��� �����	���� @)�(�A$@)�(�A ��� )1 ��	�� )� S��
� ��� ��� ����	�	���� �� ���
����
��������� �� �� ���
�� + �� �� ��1��6�	� �� �� ��
�����< �� �	�
��� �� �����	���� @)�(�A$@)�(�A
����
	
�+� �� 1��,���� �	���� �� ��
�������� �� ����
� �����< �� ���� �� *������ �� ��,� ��������



�! ��� %
�	*� �� ������	����

��� �	�����
�� %�� �� 6� �� ����	,	� ��� �����	���� �� 1�����	
� �� 4���� �������� 1��� ��
�5����� ��� �	��< �� �	�	�� �� ������ �� �8�	�	,�	� �� �� �:���� 6�	
� �� ��1�� ���� �
�	�$
�� �� 4���� ��4 �	��� ��
� 
��
��	��
� �� �8�	�����
� � �	����
	��� �� ���	�	� �� �� ���	�,��
	���1���	��
� x �� N 1��
��< �� ���	� �� N$� ��1�� xj < �� �������	����
� �8�	$��1��	����<
��� j = 1, · · · , N � �� ��
� ���
�3
� �� ��6�� x1?� ���� �� ��1��6�	� �� �� ��
����� + xN?!
���� �� 1��
� ���
��� ��� ������� �� �	*�	��
� 1��� �� ����1����� �� ���;��
� �� �����	����
@)�(�A$@)�(�A 1�� �����	���� �� �	4�����	�� 6�	
��� �� �	�
��� �� �����	���� �� 1���� ����	,	�
����>

dyi

dx
= fi(y1, y2, y3, y4, λ), i = 1, 2, 3, 4, @��.A

����� λ = ω2� �� �	4�����	�� 6�	
��< ��� �����	���� @��.A �� 1����� ����	,	� ����

[yi]j+1 − [yi]j
xj+1 − xj

= fi

(
[y1, y2, y3, y4]j+ 1

2
;λ

)
@���A

��� i = 1, 2, 3, 4, + j = 1, ..., N − 1D + �� ��6��< 1��� ��� ���� ���
	��� ψ

[ψ]j+ 1
2

=
[ψ]j + [ψ]j+1

2
,

�	���� [ψ]j �� ����� �� �� ���
	��� ψ �� �� 1��
� j� 7�� ����	�	���� �� ���
���� �3
����� ��
5�
����� 1���

[y1]1 − [y2]1 + [y3]1 = 0,
(�+ 1) [y3]1 + [y4]1 = 0,

[y1]1 = 1.
@���A

7�� ����	�	���� �� ���
���� ���
����� ��
5� ����� 1�� @F��� �
 ��� ����A>

[y1]N [C1]N
λ
�
− [y2]N = 0,

�[y3]N − [y4]N = 0.
@���!A

���� �������� ��
� �	�
��� �� �����	���� �� �
	�	�� �� � 
��� �� C	11��9�9�< Q�	*��
 P
��4��	�
�� @���.A 1��� �� ���� �� ������	
� ��
����� 0�1�������� 8�� �� 
	��� ��� �����	
�
�1��3	���� 1��� �� �	�
��� + �� ����� ��;���� �	�9� �����	
� �� 4���� 	
���
	��� 0	 �� �����	
�
	�	�	�� �� �	6��� �����	��� �� �� �����	
� �3��
�< �� 1���� ����	��� �� ���������� � 1�	���
����� �� ��� �������	���� �� ��� ��
�4���	���� 1��� ���� 1��
� �� �� *�	��� + 
��,	 � 1��� ��
��
������ ω2� �� ��
� ������ �� �,
	��� �� �	�
��� �	���� �� �����	���� ����� ��� 	��
*�	
��
��� ��� �������	���� � 1�	��� ������

�� �	�
��� ��*�,��	�� �� �����	���� 1��� ��� �������	���� � 1�	��� ����� �� 1���� �31�����
����>

∂Bk

∂[y1]1
δ[y1]1 + · · ·+ ∂Bk

∂[y4]1
δ[y4]1 +

∂Bk

∂λ
δλ = −Bk; k = 1, 2, 3, @����A

∂Gj
i

∂[y1]j
δ[y1]j + · · ·+ ∂Gj

i

∂[y4]j
δ[y4]j +

∂Gj
i

∂[y1]j+1
δ[y1]j+1 + · · · + ∂Gj

i

∂[y4]j+1
δ[y4]j+1+

∂Gj
i

∂λ
δλ = −Gj

i ; i = 1, 2, 3, 4; j = 1, 2, . . . , N − 1,
@����A

���� 
��	���� ��� ���������� �� ������� ��	� D����������� �� !���� ����E ��� ������ �� �	
����(� �� ��
�����	����� �� 
���������� �� 
������
��� )� �� ���� �� 	������ ��������� ��������� �� ���	
��*� �� 
��	���
�������� 
�� �� ��������� �1
������ �A��� �� ��� ./F/�

y1

[
1 +

(
�(� + 1)

ω2
− 4 − ω2

)
1
V

]
− y2 + y3

[
1 +

(
�(� + 1)

ω2
− � − 1

)
1
V

]
= 0.

�������� �� j = 1�



��� %
�	*� �� ������	���� ��

∂Cm

∂[y1]N
δ[y1]N + · · ·+ ∂Cm

∂[y4]N
δ[y4]N +

∂Cm

∂λ
δλ = −Cm; m = 1, 2, @����A

����� δ[yi]j ��� ��� ������	���� � ��� ��
�4���	���� yi �� �� 1��
� j �� �� *�	���< + δλ �� ��
�������	
� �� ��
������ λ� 7�� ���
	����� Bk< G

j
i < + Cm ��� ��� ������� �� ��� �����	���� ��

�	4�����	�� ��������� �� �� �����	
� 8�� �� 8�	��� ��;���� �� 4���� 	
���
	��� ',�	����
�<

���� ����� ��,�� �������� ������ �� ����:�� �� �� �����	
� �3��
��

7��*� �� 
	��� 8�� 	����
	� ��� ��
�	� 8�� 1���� ������
�� �� ����� �
�� �� ��� ,��8���
�����	����� ��,�� �� �	�*���� + �� �� :�
	�� ������� @������1���	��
� � ��� ���	����� ���
���1��
� �� ��
������A� ��� �� 
��
� �� �����	
� �� ��*��	
�� ��1��&6�� 1��� 	����
	� �� ��
�	�
+ �,
���� ��� �������	���� ,��������

��������� ��� �����	���� @����A 1��� k = 1, 2, 3 + @����A 1��� i = 1, 2, 3, 4 + j = 1< �� 1����
����	,	� �� 1�	��� ,��8�� �� �� ��
�	� �� �� �	*�	��
� 4����>

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂B1

∂[y1]1
. . . . . . ∂B1

∂[y4]1
0 0 0

∂B2

∂[y1]1
. . . . . . ∂B2

∂[y4]1
0 0 0

∂B3

∂[y1]1
. . . . . . ∂B3

∂[y4]1
0 0 0

∂G1
1

∂[y1]1
. . . . . .

∂G1
1

∂[y4]1

∂G1
1

∂[y1]2

∂G1
1

∂[y2]2

∂G1
1

∂[y3]2
���

� � �
���

���
���

���
���

� � �
���

���
���

���
∂G1

4

∂[y1]1
. . . . . .

∂G1
4

∂[y4]1

∂G1
4

∂[y1]2

∂G1
4

∂[y2]2

∂G1
4

∂[y3]2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δ[y1]1
δ[y2]1
δ[y3]1
δ[y4]1
δ[y1]2
δ[y2]2
δ[y3]2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −∂B1

∂λ
−B1

0 −∂B2

∂λ
−B2

0 −∂B3

∂λ
−B3

− ∂G1
1

∂[y4]2
−∂G1

1

∂λ
−G1

1

���
���

���
���

���
���

− ∂G1
4

∂[y4]2
−∂G1

4

∂λ
−G1

4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

·
⎡
⎣ δ[y4]2

δλ
1

⎤
⎦ .

@���"A
0� ��6��� ��� ���
���� Us, Vs,Ws, (s = 1, · · · , 4N−5) �� 4���� 
�� 8�� ��
	�4�*�� �� �	*�	��
�

�����	
�>

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δ[y1]1
δ[y2]1
δ[y3]1
δ[y4]1
δ[y1]2
δ[y2]2
δ[y3]2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

U1 V1 W1

U2 V2 W2
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���
U7 V7 W7

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

·
⎡
⎣ δ[y4]2

δλ
1

⎤
⎦ @���(A

1��� ��
� ,��8��� 7�� ���6�	��
�� �� ��
�� ���
���� �� 1����� �������� 4��	����
� ������	���� ��
�	�
��� ���� � ���
	����	
�>

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂B1

∂[y1]1
. . . . . . ∂B1

∂[y4]1
0 0 0

∂B2

∂[y1]1
. . . . . . ∂B2

∂[y4]1
0 0 0

∂B3

∂[y1]1
. . . . . . ∂B3

∂[y4]1
0 0 0

∂G1
1

∂[y1]1
. . . . . .

∂G1
1

∂[y4]1

∂G1
1

∂[y1]2

∂G1
1

∂[y2]2

∂G1
1

∂[y3]2
���

� � �
���

���
���

���
���

� � �
���

���
���

���
∂G1

4

∂[y1]1
. . . . . .

∂G1
4

∂[y4]1

∂G1
4

∂[y1]2

∂G1
4

∂[y2]2

∂G1
4

∂[y3]2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

U1 V1 W1

U2 V2 W2
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���
���

���
U7 V7 W7

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 −∂B1

∂λ
−B1

0 −∂B2

∂λ
−B2

0 −∂B3

∂λ
−B3

− ∂G1
1

∂[y4]2
−∂G1

1

∂λ
−G1

1

���
���

���
���

���
���

− ∂G1
4

∂[y4]2
−∂G1

4

∂λ
−G1

4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

@����A
) 1��
	� �� �� �����	
� @����A< ��*�	�� �� ��� ,���� ���	1����	
� ��*�,��	��< �� 1����

����	,	� �� ,��8�� ��,	
���	� �� �� ��
�	� @�3��1
� �� ���
���A �� �� 4����>



�� ��� %
�	*� �� ������	����

⎡
⎢⎢⎣

δ[y4]j
δ[y1]j+1

δ[y2]j+1

δ[y3]j+1

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

U4j V4j W4j

U4j+1 V4j+1 W4j+1

U4j+2 V4j+2 W4j+2

U4j+3 V4j+3 W4j+3

⎤
⎥⎥⎦ ·

⎡
⎣ δ[y4]j+1

δλ
1

⎤
⎦ , @���.A

����� j = 2, . . . , N − 2� ��� ����	*�	��
�< ��� ���6�	��
�� �� ��� ���
���� Us< Vs< Ws 1����� ���
��������� ������	���� �� �	*�	��
� �	�
���

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

αj
1

∂Gj
1

∂[y1]j+1

∂Gj
1

∂[y2]j+1

∂Gj
1

∂[y3]j+1

αj
2

∂Gj
2

∂[y1]j+1

∂Gj
2

∂[y2]j+1

∂Gj
2

∂[y3]j+1

αj
3

∂Gj
3

∂[y1]j+1

∂Gj
3

∂[y2]j+1

∂Gj
3

∂[y3]j+1

αj
4

∂Gj
4

∂[y1]j+1

∂Gj
4

∂[y2]j+1

∂Gj
4

∂[y3]j+1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
·

⎡
⎢⎢⎣

U4j V4j W4j

U4j+1 V4j+1 W4j+1

U4j+2 V4j+2 W4j+2

U4j+3 V4j+3 W4j+3

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− ∂Gj
1

∂[y4]j+1
−βj

1 −γj
1

− ∂Gj
2

∂[y4]j+1
−βj

2 −γj
2

− ∂Gj
3

∂[y4]j+1
−βj

3 −γj
3

− ∂Gj
4

∂[y4]j+1
−βj

4 −γj
4

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, @����A

����� ��� ���
	����� αj
i , β

j
i , γ

j
i ��
�� ��6�	��� ����

αj
i ? ∂Gj

i

∂[y4]j
W U4j−3

∂Gj
i

∂[y1]j
W U4j−2

∂Gj
i

∂[y2]j
W U4j−1

∂Gj
i

∂[y3]j
,

βj
i ? ∂Gj

i

∂λ
W V4j−3

∂Gj
i

∂[y1]j
W V4j−2

∂Gj
i

∂[y2]j
W V4j−1

∂Gj
i

∂[y3]j
,

γj
i ? Gj

i W W4j−3
∂Gj

i

∂[y1]j
W W4j−2

∂Gj
i

∂[y2]j
W W4j−1

∂Gj
i

∂[y3]j
.

@����A

��� i = 1, 2, 3, 4�
��� :�
	��< �� �� 1��
� ���
��� ��� ������< �� 
	��� j = N − 1 �� �� �����	
� @����A + m?

�< � �� @����A� �� 45�	� ���
��� 8�� �� :�
	�� ,��8�� �� �� ��
�	� �� 1���� ����	,	� ����

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

αN−1
1

∂GN−1
1

∂[y1]N

∂GN−1
1

∂[y2]N

∂GN−1
1

∂[y3]N

∂GN−1
1

∂[y4]N
βN−1

1

αN−1
2

∂GN−1
2

∂[y1]N

∂GN−1
2

∂[y2]N

∂GN−1
2

∂[y3]N

∂GN−1
2

∂[y4]N
βN−1

2

αN−1
3

∂GN−1
3

∂[y1]N

∂GN−1
3

∂[y2]N

∂GN−1
3

∂[y3]N

∂GN−1
3

∂[y4]N
βN−1

3

αN−1
4

∂GN−1
4

∂[y1]N

∂GN−1
4

∂[y2]N

∂GN−1
4

∂[y3]N

∂GN−1
4

∂[y4]N
βN−1

4

0 ∂C1

∂[y1]N

∂C1

∂[y2]N

∂C1

∂[y3]N

∂C1

∂[y4]N

∂C1

∂λ

0 ∂C2

∂[y1]N

∂C2

∂[y2]N

∂C2

∂[y3]N

∂C2

∂[y4]N

∂C2

∂λ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δ[y4]N−1

δ[y1]N
δ[y2]N
δ[y3]N
δ[y4]N
δλ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−γN−1
1

−γN−1
2

−γN−1
3

−γN−1
4

−C1

−C2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. @���!A

�� ��
� ���� ��� ���
	����� αN−1
i < βN−1

i < γN−1
i �� ������� � 1��
	� �� ��� �����	���� @����A ��

j = N − 1�
#�
�� 8�� �� �����	
� @���!A �� 1���� �������� 1��� �,
���� ��� �������	���� ��� ��
������

λ + �� ��� ��
�4���	���� y1< y2< y3 � y4 �� �� 1��
� ���
��� �� �� *�	���� /��,	 � �� �,
	��� ��
�������	
� �� �� ��
�4���	
� y4 ������1���	��
� �� 1��
� 	����	�
����
� �3
���� �� �� ������
��
� �������	
�< δ[y4]N−1< �	��� ���� N���1���	��
�O ��
�� ��� 1��
�� N + N − 1� �� 9��9�<
�� 1���� ���� �� �����	
� @���.A ��� j = N − 2 1��� �,
���� �� ���
� �� ��� �������	���� �
��� ��
�4���	���� �� �� 1��
� N − 1 �� �� *�	���� ) ���
	����	
�< �� �1�	���	
� �� ��
� 1��$
���	�	��
� 1��� �����	��� ������� ������	��
�� �� j @�� �� �����	
� ���.A ������ δ[y4]j+1 ����
���1���	��
� ��
�� ��� ���
	����� ������1���	��
�� � 1��
�� �������
	���< ��& ���� 
��,	 �
�� �����	
� @���(A< ������� � �����
��� ��� �������	���� 1��� �� ��
������ + ��� ��
�4���	����
1��� �� ������ ���1��
�� ��
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��� ��� 1�	���� �1��3	���	
� �� ��� ��
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������ �� �� ����
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 ��	�� �� �����	
� ��6�	� ��� *�	��� ��� ��� �	�
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� �1��1	��� ��
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��< ��� ��
� 6�< �� ��1��
 �� 1�����	�	��
� �	�1��� %��� ��� 1�	���� �1��3	���	
�
� �� �����	
� �� ��� �����	���� �� 1�����	
�< �� ���������� ��� ��
�4���	���� + �� ��
������<
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	����� ��� ������ �� �8�	�	,�	�< � 	�
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� �	����
�� ��� ��
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���� ���� ����< �� �
�	*� �� 1�����	���� ������� �� 4�������	� ��	����	���� ωk< ����� k
�� �� ����� ���	�� ��� ���� ������1���	��
�< + ��� ��
�4���	���� y1< y2< y3 � y4< 8�� ��� ���
��
�4���	���� ��	����	������ �� ��	��,�K�M	 @��.�A 8�� �� 	��	��� �� �� �1 ��	�� )� ) 1��
	�
�� ��
�� ���
	����� ,5�	���< �� �
�	*� �� 1�����	
� ������� ��� 1��&���� �� 1�����	
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����*&� �	� 
	�� �� ���	���	
� @EcinA< ��� ���6�	��
�� �� ���	��	
� ��
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�� 1���< ��
�� �
��� ������

�� �5����� �� ��� 1��&��� ������1���	��
�� � ��� ����� p + g �� ����	��
 1�� ��1������ ��
�� ���� �� ��� ����� 1���	
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 ��'��
��A 1��� ��� ��
����� �� 1M� ���
��
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� 8�� ���	���� � �1��
���� �� �� �	�$
��< �1��3	�������
� � ���"×1010 �B��� 7�� ������ �� �	��� ����� �� ���	���� �� �� �0� )
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	� �� ��
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1 ��	�� �� ����� �� ��
� ������ �� 4���
 �� 1������	
� ��� E��9 �� 9��	� 1��� 8�� ������ ��
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� �� 9	��
*���< ������ �� ��
����� ���	���� 1�� �� ��-�
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M� �� �� �-� �� �� 6*��� ��� �� ����
��� ��� �	�*����� �� ���
�1���*$������� �� ��� ���
��
�������	�� �����
	��� ���1��
��� ���� ���� �������	� �� 	��	�� ��� �� ��
��&��� ��,�� �� 
���M
�� �����
� �� 8�� ������ �� E��9 ��� �:���� �� 9��	� + �� ���� � �� ���� ������ �� �	����

���� ���1�����
�� �� 6*��� ��
��	��< �� �� 6*��� ��� �� ����
��� ��� ���
�� �������	��
�����
	��� ���������� �� �� 1���� log g − Teff/1000 C ����� ��� E��9�� �� 9��	� ��������	��
9��
� 8�� ���	����� 1�� �� )�-� %�� �&��� �� 
����� �� 	��	�� �� ������	
� 1���	� � �� ����
���	���
�� �3
���� �� ���� I��� @���� ��� ������� ���	��
��� ���
�� @I)��-AA< �� ���	�<
�� �
�1� �� E��9�� ��������	�� 8�� �� �	*��� �� E��9 �� 9��	� 1�	��	1��� %�� �&��� ����� ��
	��	�� �� ������	
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� �� ��- + �� �
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��	��� �� ��
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��,	 � �� 	��	��� ��
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�� ��� ������� ���	��
��� ���
�� @/)��-AA ���1��
	�����
�� )
���� ���1���
	��< �� 	����+�� ��*���� ��
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�� �� �� ����	
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� �� 8�� ������ �� E��9 �� 9��	�� �� �� 6*��� ���
1������ ��� 8�� ��
������ 8�� 1���� �5� 
	��1� �� �� )�- ��
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���� ��+����� ����������
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� 
��,	 �
�� �� �� ��
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������ �� �.�� �,���������
0	� ��,��*�< �� 1���� ��� 8�� ��� 
���M� �� ������ �� ��*	
� ����� �� ������
�� �� 1�,���	
�
�� ��� ��
������ �% �"!�� �����
� �� ������	
� �� �� ��- �� �	�*��� �� ��� ���
�� �������	���

��,���� ������� 8��< 9��
� �� �����
�< �� �� 9�� ����	���� �5������ �����
	��� ���1��
��
@1��
	���� �� �� I)�0 + ���*���� � �� ��-A 8�� 1�������� 
���M� �����
	��� ��,�	���� ��
���	�	� �� ��� ��
������ �% �"!�� �� �� 1���� log g−log Teff � �� 9��9�< ��� �5������ ����	����� 1��
%9��1	��
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5� ,������ �� ������� ��
������
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� ��
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���M� �����
	��� 9��	� �� ���� �� ����	����� �5������ 
���� ����
��� ����	����� 1�� %���	�	 �
 ��� @�!!.A< �� ��� ������ �� E��9 �� 9��	� �� 1������ ������ �� ��
�����
+� ��
5 ��,�� �� ����� �� ��4�	��	��
� �� ��� ������ ,������� 7�� ��
���� ������
��� 8��< �� ��
�
�	
���	
�< �� E��9 �� 9��	� 1������ ��� �����
��� ��� 9��	� + ���,��� ��� 	�
��	��< 8������� ��
9	��
*��� 1�� ���1��
�� �� �,;�
� �����
��
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&1	�� �� ��� ��
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��� �	��	���	
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���M� �� ΔTeff � 1000K 9��	� �� ����� ��
� ����	�	��
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��6�	��
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������ ��- ��< � *������ ���*��< ��� ��
���
��� ��
��
	6����
�	�	��� � �� �� ��� ��
������ ������ ,������ @-������� �
 �� ����� + ����,A< ���� ����	������
�� �� ����	
� ������ �� 	�1��
� �� ��
� ��
���
��� ��,�� ��� 1��1	������ 1�����	������ 1����
��
��	���� � 
��� � �� ��� 1��6��� �� ��� 4�������	�� �����
��&�
	���> �� 4�������	� �� -���
$
HR	�R�R + �� 4�������	� �� 7��, @��� �����	���� )�"" + )�"(A� �� 1��
	����� �� 4�������	� ��
-���
$HR	�R�R �� ��+ ����	,�� � �� ���1��	�	
� 8�&�	�� 	�
���� �� �� ��
������ ��� ������	���	�<
����	,	��� �� 4�������	� �� -���
$HR	�R�R ����>

N2 =
g2ρ

P

χT

χρ

(∇ad −∇− B) @���A

����� ∇ �� �� *���	��
� �� 
��1���
���< ∇ad �� �� *���	��
� ��	�,5
	�� + g< ρ + P 
	���� ��
�	*�	6���� ������
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��� ���"
��� �� �� ��	�� log g − Teff/1000K� &	
���
�
�� �� ��� ������� �� 
��
�	 ���
	��� �!������ �

�	��� ��
�� ��� ��	�)� ����������
����� 	 �	�	
�������
	 ������
�	� (	�

�� �� 
��
�	 �	 -.��� # �	 (.����

�� 4��
�� B �� �����	�� 
 ��	�� �� 7����3 + ���
	��� ��� ���
�	,��	���� ��1��&6��� ��,	���
� ��� *���	��
�� �� ���1��	�	
� 8�&�	�� 8�� �4��
�� �� 4�������	� �� -���
$HR	�R�R< �� ���	�<
��� 
����	�	���� 8�&�	���� 0� �31���	
� ��>

B ≡ − 1

χT

Nc∑
i=0

χXi

d lnXi

d lnP
@���A

���

χT =

[
∂ lnP

∂ lnT

]
ρ

;χρ =

[
∂ ln p

∂ ln ρ

]
T

;χXi
=

[
∂ lnP

∂ lnXi

]
ρ,T,Xj �=i

@���A

����� Nc ������1���� �� �:���� �� ������
�� 8�&�	��� 1�����
�� �� �� *�� + �� ���� �� ����	��
��,�� Nc − 1 ��1��	�� 	���1���	��
�� �5� �� ����	�	
� ��	�	����

∑Nc

i=1Xi = 1�
) ���
	����	
� �� ��	*	
 �� ������ �� ���� ��� �� ��� ���
�� �������	�� �����
	��� + ��

������
< �
	�	����� �� �
�	*� �� 1�����	���� �����	
� �� �� ����	
� ���< �� ��1��
�� �� 1��&����
������1���	��
�� 7�� �5������ �� ���
�	�*	���� � ����� ��� *���� ���
�	�� � ≤ 3� �� �� 6*��� ���
�� 	��	�� �� 1��	�	
� �� ��� ������� ���*	��� �� �� �- ��,�� ��� 
���M� �����
	��� ������1���	��
��
� ���� �������	�� ��� ���1��
	
��< �� �� 
�,�� ���< �� ����
��� ��� 1��5��
��� �� ��1��6�	�<
�� ���� �� �� �����
��� + �� ���� �� ��� ������� ���*	���� �� ������
� ���� ������ ���5
	���
	6���� ��� �� ���� �� �� ��
����� �� �� �-�

)���5� ��� ��1��
�� �� 1��&����< �� ���	�� ��� �
�	*� �� 1�����	���� 1��1���	��� ��� 1��6���
������1���	��
�� � ��� 4�������	�� �����
��&�
	��� �� -���
$HR	�R�R + 7��, � �� ���*� �� ��
��
������ ��
�� 1��6��� �� 1����� �
	�	��� 1��� ��
��	�� ��� �4��
�� �� �� ��
���
��� 	�
���� �� ��
��
����� ��,�� ��� ����� �� 1�����	
��

�� �� 6*��� ��" �� ����
��� ��� 4�������	�� �� -���
$HR	�R�R + 7��, 1��� �? �< � + � 1���
��� ���
�� ������� ���*	���< ��� 1�� ���� �������	� �����
	��< ��& ���� 
��,	 � �� 
 ��	��
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/�,�� ���> ���������	 
� 	����
���� ��	� 
� �� ��������� � �
�
 
� ��	 ��
���	 �����
�	� �	��	 ��
���	

�	��� �
����
��
�	 ��� �� ��	� �� �� �� 
� �� 	�������� ��������� � �� ���� �����������

���� @M∗A ���� @106 �B��A Menv(M∗) Teff @CA log g
!�"��(� ��"("�� ���×10−2 18 770 "�.�
!�".�(� ��(�(�� ��(�×10−3 26 448 (���
!�".��� ��((.�� �×10−3 27 148 (�""
!�".�!! ��((��� ���(×10−3 29 733 (�(�

�� 7����3< �� 4���	
� ��� ��*��	
�� �� �� ���������� �� ���� 4����	���� log(1 − Mr/M∗)�
7� 1��	�	
� �� ��� 1	��� �� ��� 4�������	�� �����
��&�
	��� + �� �� 
 ��	�� �� 7����3 ��
5
�	���
����
� �����	����� ��� ��� ���,	�� �� �� ���1��	�	
� 8�&�	�� �� �� ��
����� � ���	��
8�� ��� ������� 9��	� �� ���
�� �� �� �	����

7� 6*��� ��( ����
�� �� ���1��	�	
� 8�&�	�� �� 4���	
� �� − log(1 −Mr/M∗)< 	��	�����
��� �,������	�� �� 9	��
*���< 9��	�< ���,��� + �3&*��� 1��� ��� ���
�� ������� �� �� 6*��� ��"�
��6�	��� �� �,������	� 1�� ����< � �,������	� 4����	����< �� �� ��1��	� i ���
�� �� �� *��
���� Xi = ρi/ρ< ����� ρi �� �� ����	��� �� �� ��1��	� i + ρ �� ����	��� ��� *��� ��� �;��1��<
�	 Xi =!�. �	*�	6�� 8�� �� 70 % �� �� ���� �� �� �� ��1��	� i� 7� ���� �� ��� �,������	�� ��

���� ��� ��1��	�� ��
	�4��� 8��

∑
iXi = 1�

�� 
 ��	�� �� 7����3 B 
	��� ����� ���� �� 
��� �� ��
����� �3��1
� �� ��� ��*	���� �� ���

����	�	���� 8�&�	��� ��U� + %U'U��< 8�� ��� ��+ �����	����� + �����
��	����� 1�� *���	��
��
�,��1
�� �� ��� �,������	�� 8�&�	���� ��
�� *���	��
�� ��������< �� ������� ��� �� �����	
�
@���A< � 1	��� ��+ 1������	���� �� N �� ��� 
����	�	���� 8�&�	���� ��
� ��
���
��� �� 1����
�,������ �� ��� ������� �� �� 6*��� ��"� ��� �;��1��< �� �� ������ �� ���� !�".���M� ��� 1	���
�� �����	��� �� log(1−Mr/M∗) ∼ −3 +−!�(� �� 
 ��	�� �� 7����3 1��� ��� ���
�� ������� 
	���
�� 1	�� ��+ ��*��
� ������1���	��
� � �� 
����	�	
� 8�&�	�� ��U� �� log(1−Mr/M∗) ∼ −��.
1��� �� ������ ��� ���� !�"��(�M� + �� log(1 −Mr/M∗) ∼ −��. 1��� ��� ������� ���
��
���
��
� 1	�� 
	��� ��+�� ��1�	
�� 1��� �� �������	� ��� ���� !�"��(�M�� �� 1	�� ������1���	��
�
� �� 
����	�	
� %U'U�� �� ��+ 1�8��B� �� ��� ���
�� �������� ��
� �� ��,� � 8�� �� 
����	�	
�
8�&�	�� %U'U�� �� ����� �,��1
� + 1�� �� 
��
� B< 8�� ��1���� �� ��� ���	����� �� ���
*���	��
�� 8�&�	���< 
	��� ��� ��1�	
�� 1�8��B�� 0	� ��,��*�< �� ��	���
� �� 1�������	� �� ��
1��6� �� N2�

����� �,�������� � 1��
	� �� �� 6*��� ��( 8�� �� 
����	�	
� ��� �:���� �	�� �� 9��	� � �� ��*	
�
�5� 	�
���� �	�� �� 9��	�< ���,��� + �3&*��� @%U'U��A �� ����������< ��� �� ����	�	��
� *���$
��� �� ��� ������
���	���� �� ���,��� + �3&*��� + �� ������	�	��
� �� �� �,������	� �� 9��	��
��
� ��*	
� N����������O< ���
���� �� log(1 −Mr/M∗) ∼ −!�!(< �� ��� ���� ���	������
	��
8�� ����� �� �:���� ������
	��� ��� �� ���
���	�< �� 
����	�	�� �� �� ���� �	�� �� 9��	� � ��
�����
��� �	�� �� 9	��
*��� @��U�A �� �5� �,��1
�< �� ���� �� �,����� �� �� 6*��� ��( ����
�� ����	�	��
� �,��1
� �� �� �,������	� �� 9��	� + �� ������	�	��
� 	*������
� �,��1
� �� ��
�,������	� �� 9	��
*���� ��
� 4��
���� �� ��*�� � �� 1	�� �� B �� ��+�� ��1�	
�� ����	���
� �� 
����	�	
� ��U� �� ���1����	
� ��� �� 1	�� ������1���	��
� � �� 
����	�	
� %U'U���

#�
���� 8��< �� �� ������ �
	�	���� 1�� %9��1	��
 �
 ��� @�!!!A< ��� ��� 
����	�	���� 8�&�	$
��� ��
5� ,	�� ��6�	��� + ��� ��� 1	��� �� B 
	���� ��1�	
���� ���1���,���� 0	� ��,��*� ���
��1�	
���� ��� �� ����� �� ��*�	
�� ������� ���1������ ��� �� ��1�	
�� ��� 1	�� �� B ��
��U� 1��� ����
�� ������ �� ��4�����	��

�� �� 4�������	� �� -���
$HR	�R�R 
��,	 � �� 1����� �	�
	�*�	� ����� ������
	���< 8�� ��
$
	�4���� �� ��	
��	� �� 0�9K�����9	�� ∇ad − ∇ ≤ 0< 8�� �1������ ���� �	���*���	�� ��*�
	���
�� logN2� �� �� 6*��� ��" �� �,������ ��� 1���� �� �� 1��6� �� logN2 + ��
5�< 1�� �� 
��
�<
�����	������ ��� �� �:���� ������
	�� @����� ��� ���
��A + ��� ��� ��*	
� ������
	�� ��*��
�
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 �	�	 �C4 /����0� 2 /�����0
# 7 /	���0 �� $���
�� �� �	 �������	�	 ���"(1 − Mr/M∗) �	�	 ��� ��	��� ������� ��
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��
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�� B �� &����% �	�	 �	�	 ������ �� $���
�� �� ���"(1 − Mr/M∗)�



��� %��1��	�	
� 2�&�	�� + ��������	�� %����
��&�
	��� "�

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

X
i

1
H

4
He

12
C

16
O

0 2 4 6 8 10
-log(1-Mr/M*)

0 2 4 6 8 10
-log(1-Mr/M*)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

X
i

0.48151M
o 0.47359M

o

0.47300M
o

0.47329M
o

�	*��� ��(> .
���	��
	 $�	��
��	� �� ���������  �!�
��� �� $���
�� �� − log(1 − Mr/M∗) �	�	 ���
������� �� �	 �"��	 7�9� &�� ��������� ����
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���"���� ���
�� �	�
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��,	�� � �� 	��	���	
� 1���	�� �� ��GGU��GGG @����� �� �� ��1��6�	�A� ��
� :�
	�� ���� ���$
���
	�� ���� ��
5 1�����
� �� �� ������ ������1���	��
� � �� �������	� ��� ���� !�"��(�M�<
�	��
��� 8�� �� ��� ���
��
�� ���� �� �,����� ��� 1�8��B� ��1���	
� �� ��� ����������� ��
log(1 −Mr/M∗) = −��(�

7� 4�������	� �� 7��, �� ��E�;� �� 4���� 
�� ����� ��� ��1��
�� 	�1��
��
�� �� �� ��
���
���
�� ��� ��
������ ��-� 0	� ��,��*�< 1������ ��������� �� �� 6*��� ��" �� 
����	�	
� 8�&�	��
1�	��	1�� ��U� 8�� �1����� ���� �� �����
� �� ��� 1��6��� �� logL2

� �� log(1 −Mr/M∗) ∼
−��. 1��� �� ������ �5� ���	�� + �� log(1 −Mr/M∗) ∼ −��. 1��� ��� ���5� �������� ��
�
���1��
��	��
� �� 1�����	�� 1�� �� �51	�� ���,	� �� �� �����	��� ��	�,5
	�� ��� ���	��
��,	�� � �� ���	��	
� �,��1
� �� �� ����	��� � 
��� � �� ��� ����� �� 
����	�	
� 8�&�	��� ��
���1��
��	��
� �� L2

� ��E�;� �	���
����
� �� ���1��
��	��
� �� �� �����	
� @)�"(A �� ���
���
��� �	���*���	� �� �� ���
�� �� �� ��
����� @r → 0A< �	��
��� 8�� L2

� 
	���� � ! �� �� ��1��6�	��
):� �5�< ��
���� 8�� ��� 1��6��� �� L2

� ��
5� ���1������� 9��	� ���	,� ��� � ����	��
�< ��
������� ��� �� ��1������	� �� �� 4�������	� �� 7��, ��� �� *���� ���
�	�� ��

��� :�
	��< �,�������� �� 1��6� �� ��� �,������	�� 8�&�	��� 8�� �� ����
�� �� �� 6*��� ��(
1��� �� ������ ��� ���� !�".�!!M�� ) �	4�����	� �� ��� 
��� ������� ���
��
��< ��� �,������	��
�� 9��	� � 9	��
*��� �� �� ��*	
� ������1���	��
� � �� �����
��� @− log(1 −Mr/M∗) ∼> 3A ���
�	�	�����< ��������� �� !�(� ��
� ������ 1���&� ����	������� ��
����� ���� �� �;��1�� �� ���
��- 9&,�	���< ��� ������ 1����� �
�
�4���� ���	8���	��� �� 9��	�� �� ��� ������� ���
��
�� ���
�,������	�� �� 9��	� � 9	��
*��� ��� ∼ !�� + !�. ���1��
	�����
��
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%���	������� �� *�� 	���� �� �8�	�	,�	�� 0�*:� �� 1�	��	1	� �� 7� %9�
ê�	��< �	 �� �	�
��� ��
5
�� �8�	�	,�	� ��
�,��< ��
����� ����8�	�� ���,	� ��1��
5��� �� ��� 1��5��
��� ��,� 	����	� ��
1������ 8�� 
	���� � ���
����� �� ��
��� �� �8�	�	,�	�� ���� 	���
��� ��
� 1�	��	1	�< ����	�������
�� ������
� �� ������� ����
��
� ���
�� ��� *��� 0	 �� 
��1���
��� ��� ������
� ����	������
�����
�< �� *����� �� E�;� �� ����� 9��	� �� ��
��	�� �	�������
� 1��� �������� ��������
�
�� �8�	�	,�	� 
 ��	�� ��� �� ���	�� �� �� �	��� ������< �	 �� 
��1���
��� �	��	��+�< �� �����
E�+� 9��	� �� ������
� ����� �� �3
��	��� ��
� 	�1�	�� 8�� �� �	�
��� �� 
 ��	�����
� ��
�,���
7� ��
�,	�	��� 
 ��	�� �� *����
	�� 1	�	���� 8�� �� ����� ��1��&6�� � ������� ����
��
� @cV A
��� 1��	
	���

�� �� 4���� �	�1�	6����< ��� ��
����� �� 1���� ����	����� ���� �� ������� �� *�� 	������
�� �� ���1� �� ���	��	
�� ���
�� �� �� ��
�����< �� ����*&� E�+� ���	��
� *���	��
�� �� 
��1��$
�
���< ����� ��� ��*	���� �5� ���	��
�� 9��	� ��� ��*	���� �5� 4�&��< ���
��	���� �� �	�
��� ��
�8�	�	,�	�� 0	� ��,��*�< ���
	����� ���� ��� ���	����� �� �� �1��	��� + �� 
��1���
��� �4��
��
�� �8�	�	,�	� ����� ���
�� �� �� ��
������ �� *������< �	 �� ������
� �� ������� ���
�� ��� *��
�� ���1�	��< �� 1������ �� �����
� �� �� 
��1���
��� + �� ������	�	��
� �� �� �1��	��� ���
�	���� �� �����
� �� �� 
��1���
��� 	����� �� E�;� ���	��
� �� ���	��	
� 9��	� �� �3
��	�� ���
������
� �� ����
	
�< �	��
��� 8�� �� ������	�	��
� �� �� �1��	��� �	��	��+� �� �6�	���	� ���
8�� �� �,���,� �� ���	��	
�� ���� ��� ��
����� �� ��
�,	�	��� ��
5 *����
	���� 1	�	���� 8�� ���
���� ��*	
� 1	���� ����� �����
� ��� ���1���	
� + *��� ����� �����
� ��� �31���	
�� %�����
��
� �� ������< + �� ������
� �� ���� ����	�� 
��,�;� ��,�� �� ��
��	�� 8�� �� ����� �����
�
���1���	
� + �31���	
�< ����8�	�� 1��
��,��	
� �	�����
1	��< �� ��*�� �� ��� ����
	*����<
1���� ������ �� ��6�	��
� ���� 1��� ��� �,�����,�� �� ��� ��
����� 1�����
��

���
�� �� ��� ��
����� 1�����
� �� 1����� 	���
	6��� ��� ������ �� ��*	���� ����� �� 1��
� ��
�	�
� �� ��� 1�����	����> ��*	���� �� �3�	
��	
� + �� ����
	*���	��
�� 7�� ��*	���� �� �3�	
��	
�<
� ��	
	
�< ��� �8������ ��*	���� 8�� �����
� ��� 4��� �� �53	�� ���1���	
� 
	���� ��� *�����	�
��
� �� ������ ��� �� ���
���	�< ��� ��*	���� �� ����
	*���	��
�< � ����	
�< ��� ��� ��*	����
�� �� ��
����� 8�� 
	���� ��� 1 ��	�� ��
� �� ����� �����
� ��� �
�1� �� ���1���	
� �53	���
��
�����< �� ��
�,	�	��� � 	���
�,	�	��� �� �� ���� ���� ��1���� �� �� ���1�
���	� ��
�� ���
�4��
�� �� �3�	
��	
� + ����
	*���	��
��

���� 1��,����� �� ��
�,	�	���< �� �
	�	��� 4������
����
� ��� ���
	�����> �� 	�
�*��� �� 
��$
,�;� @W̄ A + �� ���	���� @dW̄/drA @��� F��� �
 ��� ����A� ��
�� ���
	����� �� �
	�	��� 1��� ����$
��� �� ���
�	,��	
� �� ��� �	4����
�� ��*	���� �� �� ��
����� � �� �3�	
��	
� + �� ����
	*���	��
�
�� ��� ���	���	�����
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7� ���
	��� W̄ �� ��6�� ���� �� ���,	� �� �� ����*&� 
�
�� �� ��� ��
����� ��4 �	�����
�
�	� 
�	�� ��,�� �� 1��&��� �� 1�����	
�� 7� ���
	��� dW̄/dr ��1�����
� �� ���
	��� ��
� ��
����*&� *����� @� 1���	��A ��������
� 1�� �� ��
��	�� ���1������ �����
� �� �&��� �� 1�����	
��
%�����< � ��� ���� 1��	�	
� ���
�� �� �� ��
�����< dW̄/dr > 0< �� ���� ������1���	��
� ���$

�	,�+� � �����
�,	�	��� �� ���� �� ���	���	
�< �� ���	�< �� ���� *��� ����*&�� ��� �� ���
���	�<
�	 dW̄/dr < 0< �� ���� ������1���	��
� 
	��� �� �4��
� �� ����
	*���	��
� ��,�� �� ����< ��
���	�< �� ���� 1	���� ����*&�� 7� ���� �� 
���� ��� ���
�	,��	���� ������� ��
���	�� �	 �� ����
�� *��,�����
� ��
�,��< ������ �� ���� �� ��*�
	��< � 	���
�,��< ������ �� ���� �� 1��	
	���
�� �������< �� �	�
��� �� *��,�����
� 	���
�,�� ������ �� 
��,�;� ����	���� 1�� ��� ��*	���� ��
�3�	
��	
� ��,�����1���� �� 
��,�;� ����	���� 1�� ��� ��*	���� �� ����
	*���	��
� � �� ���*�
�� �� �	��� �� 1�����	
��

������ !�	��
��� κ

�� �����	��� ���	���
� �� �� �3�	
��	
� �� 1�����	���� �� �� ������� �����	��� κ� F��
��*	
� 	�
��	�� �� �� ��
����� ���
�	,�	�5 � �3�	
�� 1�����	���� ���	��
� ��
� �����	��� �	 ���
���	����� �� �� �1��	��� ��
	�4���� @%�3 ���!A>

d

dr

[
κT +

κρ

(Γ3 − 1)

]
> 0 @"��A

�����

κT =

(
∂ lnκ

∂ lnT

)
ρ

κρ =

(
∂ lnκ

∂ ln ρ

)
T

Γ3 − 1 =

(
∂ lnT

∂ ln ρ

)
S

@"��A

�� ��� �����	���� @"��A S �� �� ��
��1&� ��1��&6��< κ �� �� �1��	��� �� ��2U*�< + ��� ���	�,��� r<
ρ + T 
	���� �� �	*�	6���� ������ �� 	�1��
��
� ������� 8�� �� �����	
� @"��A �� ��� ����	�	
�
�������	� 1��� �� ��6�	��
� 1��� �3�	
�� 1�����	���� �� ��� ��
������

7� �����	
� @"��A �� ���1�� �� 4���� 4������
� ������ ��*��� ��1��	� 8�&�	�� ���
�� ��
�� ��
����� ��
5 1���	�����
� 	��	����� �� 1��
	�����< κT ��������
� �����
� �� �� ��*	
� �5�
���	��
� @��*	
� 	�
����A + ������� �� �� ��*	
� �5� 4�&� @��*	
� �3
����A� �� ��
� ������<
�� 1��
� 	�
���� �� �� ��*	
� �� 	��	���	
� 1���� �3�	
�� 1�����	���� �	��
��� 8�� �� ��*	
�
�3
���� 
	���� � ����
	*������� �� �31����
� ��	�,5
	�� Γ3−1 �� �	��1�� 1��	
	�� + ��������
�
������� �� �&�	�� ������ �� ��
��	�� ��
���� ��
5 1���	�����
� 	��	����� ��
� 	�
���	6���	
� ���
�����	��� κ �� �����	�� �����	��� γ� �&�	�����
�< �� �����	��� γ ��1�����
� �� �������	
�
�� ��� 1��
� ��� 
��,�;� �� ���1���	
� �� 	��	���	
� ��	�	���� �� �� ��1��	� 8�&�	�� �� ����
	
��
��
� �4��
� 
	���� � ���1�	�	� �:� �5� �� ������
� �� *��< ����
����� �� 	���
�,	�	����

������ !�	��
���� 
� �(	
��	
�� �� ��������� ��$������� %

%9��1	��
 �
 ��� @����A + @���.A 	����
	*���� ��� 1��1	������ �� ��
�,	�	��� 1�����	���� ��
������� �����
	��� �� ��
������ ��- ��� ��� �����
��� �	�� �� 9	��
*��� �� ���1��	�	
� �����
��	4����� F
	�	����� ��
���
���� �� �8�	�	,�	� �,
��	��� �� �������	�� �����
	��� �� ��
��	�	���
�����< ���1�����
���� 1�� �����
���� ��
5
	��� �� ���	�� ��
��	�	������

)��8�� 
���� ��� ������� ��� ��
��	�	��� ����� �����
���� *��,�����
 ��
�,���< �����,�	����
��� ��*	
� �� �3�	
��	
� 4���
� ����	��� ��� �� �53	�� ��������	� �� �� 1��6� �� �� �1��	���
���	� �� ���������< �� ���	�� �� ��� ������� ����	������ ��
� 1	�� �� �� �1��	��� �� ������
��������
� ���� �$����< + �� ������� 1�� �� 	��	���	
� 1���	�� �� ������
�� 1������ @9	����
1�	��	1�����
�A� �� �53	�� �� �� �1��	��� �� �� ��6�	��
����
� 	�1��
��
� + ��
5 ,	�� ��$
���	���� ���� 1��� 1�����	� ��� �3�	
��	
� ����� �	*�	6��
	�� � 
��� � ��� �����	��� κ @���
����	
� "����A�
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%�,� ������� 8��< ���
���	����
� � ��� ��1��
�
	��� 	�	�	����< �� ���� �� 	��	���	
� 1���	��
��GGU��GGG< 1�����
� �� ��� �������< �����

 ��
�� �����	���� ��+ 1�� ���	�� �� ��� ��*	���� 8��
���
�	,�+�� �	*�	6��
	�����
� � �� �3�	
��	
� +U� ����
	*���	��
�� 0� 	�E����	� �� 1�� �� 
��
�
���1���	�,��� '
��� �����	���� 1�
���	���� �� �3�	
��	
�< ���� �� �����	��� ε ��,	�� � ��
1������	� �� ��� �5����� � ,	� �� 9	��
*��� �� ���,��
	
� �����	���� �� �� ,��� �� �� �����
���
�	�� �� 9	��
*��� � ��,	�� �� �:���� �� 9��	� �� ���,��
	
�< �� ���
�	,�+�� �	*�	6��
	�����
�
� �� �����
�,	�	���	
� �� ����� �� ��� ������� �� ��
������ ��- @%9��1	��
 �� ��� �!!�A�

)� 	�������
�� �� ����� �� �� ��
��	�	��� �� �� �����
��� 1�� ��,�� �� ����� ������< %9��1	��

�
 ��� @���.A �����,�	���� 8�� ��� ������� ��� Z ≥!�!" ���� 1�����	�������
� 	���
�,��� � 
��� �
��� �����	��� κ ��
����� �� �� ��*	
� �� 	��	���	
� ��� 9	����< + ��
�,�� ���6����� � ,�;��

��1���
���� + ,�;�� *��������� ��1��6�	����� ) 1��
	� �� ��
� �����
���< ����	����� �� 1���	�$
�	
� �� 8�� ��� ��,����� �� ��� ��
������ ��- ��,��&� ���
��� ���	��	���� �� �� ,�	��� �����
��
��
�� 	���
�,	�	����� 1�����	������ @%9��1	��
 �
 ��� ����A� ��
� 1���	��	
� 4�� �����,����� 1���
���1� � 1�� C	�M���+ �
 ��� @���.A ��� �� �����,�	�	��
� �� �� 1�	���� ��
����� ��- 1�����
�
�� ����� p ��$���	����< �% �"!��$��".�

��� :�
	��< %9��1	��
 �
 ��� @���.A ���������� ��� ��*���� ���	� �� �������� ��
� ���
����;���� �� ��1��	�	
� �� ��� ��
��	�	��� ��	4���� + ����	������� �� ����	�	
� �� �8�	�	,�	�
�	4��	�� ��
�� �� �����	
� *���	
��	���� + �� ���	
��	
� ���	�
	�� �� �� 9	����< ���1����,�� ���
1������ �� �3�	
��	
�< ����� ��*�� � ��� �	�
�	,��	
� �� ��	4���� �� �� �,������	� ��� �	����
���� ���� �
	�	����� �5������ ��
������� �� 4������ ���	�
	��� ��,�� �� 9	���� + ��� 
�,��� ��
�1��	��� '�)7< 
������ �� ����
� ��� *������ ���	��	���� �� �� �,������	� �� 9	���� ���������
��� ����� �
��	�� 1���	�9� 1�� �� 
���&� �� ���	
��	
� ���	�
	�� �� �8�	�	,�	�� ��
�� �������
�����
���� ��� 	���
�,��� 1�����	��������
�< �� 8�� ����
�� 8�� �� �����	��� �� �3�	
��	
�
�������
� ��8�	��� �� �� ���	8���	�	��
� ����� �� ������
�� 1������ �� �� ��*	
� �� �3�	
��	
�
@���
�	�� �
 ��� ����A�

��
��	�� 1��
��	���� ����	����� 1�� S�T��+ P 0�	� @�!!�A �����
����� 8�� �� �����	��� Z<
� �����	��� -�$���� �� �1��	���< �� �4��
	�� �� ��� ��
������ �% �"!�� 1�� �� ����	�	��
�
�� �� ���
���
� ��
�� �� �1��	��� ��,	�� �� *��1� �� ������
�� ��� 9	���� + �� �1��	��� ��,	��
� �
��� 4���
��� ��
� �����
� �� �� ���
���
� �� ��*�� +� ��� �����
���� �� �,������	� ��
9	����< ���6������ �� 
��,�;� ��
��	�� �� %9��1	��
 �
 ��� @�!!�A< � �����	���� �� �,������	�
�� 9	��
*��� @S�T��+ + 0�	� ����A� ���� ����� ���	���� + ����� p �� ���	���� �����
����� 8��
�� ,���� ���� 1��� �� 4���;� �� 	���
�,	�	��� ���	�� �� �4��
��� 1�� �� 1��� ��������� ���	� �� ��
�����
��� ��
����< 
�� 8�� �����
���� �� �,������	� �� 9	���� �������
� ������� � ��� ��*	
�
�� 	���
�,	�	��� �5� ���	��
� 8�� 	�������
���� �� �,������	� �� ��� ������
�� 1������ ����
�� 
��� @ZA� ��
� �� �������	� 1��� �31�	��� �� �����	���	
� �� �� ��*	
� �� 	���
�,	�	��� �� ���
��
������ �% �"!��< ,�;� �� ��1��	�	
� *������ �� 8�� ��� 1��1	������ �� ��� ����� p �� ���	����
��
5� ����������
� �����	������ ��� ��� ����� ���	���� ������1���	��
�� ��� �� �	��� �����
���	��� 7� ��������	
� �� 9	���� �� ��� ��1�� ��������� �� ��� 200 000 C @%9�+��< ���
�	�� +
Q������� ���(A< ��,	�� � �� ���	
� �	4�����	�� �� ��� 4������ ���	�
	��� ��,�� ��� 	����< ����
:�
�� -�$���� �� ��6�	��
� 1��� �3�	
�� 1�����	���� �� ��������� �� �� �!J �� ��� ��- ���
�� ��
�� ���� �� 	���
�,	�	��� �� ��� �% �"!�� @%9��1	��
 �
 ��� �!!�A�

)� ����	����� 1�����	���� ��$���	����< S�T��+ + 0�	� @�!!�A �� ������
����� �� �� 	���
�,	�$
	��� �� ��� ����� g ��� ����� ���
�	�� � < 4� ���� ��� ����� g �� ���	���� �����,�	���� ���
	��� �� 	���
�,	�	��� �� �� �- ���	��
� 8�� �� ��8�	��� �� �������	��
� �� �� �,������	� ��
9	���� � ��� ������	
� �� �� �,������	� �� 9	��
*���< 1��� ���� �� �� ���*� 1�8��B� �� 
��$
1���
���� �4��
	��� ��������� �� 18 000 C� 0	� ��,��*�< �� �����	� �� �,������	� �� 9	��
*���
�� �,����� ��� 
������	� � ���1����� �� ,���� ���	��
� �� 	���
�,	�	��� �� ��� ����� g + ��
�&�	
� 4�&� �� 	���
�,	�	��� �� ��� ����� ���	���� + p � ������� 
��1���
����� �� ���9� �� ��
4���;� �� 	���
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���� �����
� ���
���	�����
�
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��� �� �����
� �� �� �,������	� �� 9	����< 1��� S�T��+ + 0�	� @�!!�A �� 4����� ��1���� ��
�,
���� ����� g 	���
�,��� 1��� Teff > 24 000C� �� �&�	
� ���� 
�
�	�� 1��� ��� ����� g ��
(!!!C �5� 4�&� 8�� ��� ��
������ �5� ���	��
�� �����	���< 8�� 
	���� ��� 
��1���
��� �4��
	��
�� ∼ 29 500C��

0	*�	���� ��� ��
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	*��	
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	�	����� ��� 
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���	����� �� �� �1��	��� ���	� �� ��������� @-������
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 ��� �!!(A ��� ,���	�� %������ @'�A 1��� ��� ������� ��� Y?!�.< Z0?!�!�< 1��� ��� ������
��
���� �� �����< ��*���	�< 9	���� + �	8��� ��������� 	��	�	�������
� 1�� �� 4��
�� �!� F����� ���

�,��� '� �� 1����� 	����	� ���	��	���� �� ��� �,������	�� 1�� ���� �� ��� �	�
	�
�� ������
��
1������ �� 4���� 	���1���	��
� ���
�� ��� ����� �� Z< �	��
��� 8�� ������ ��� 
�,��� �� '�)7
���� �� 1���� ���	�� �� ����� �� Z ���� �� 
���� %���	������� ��� �,������	�� ����
	��� �� ���
������
�� 1������< �����,�	���� 8�� 
��
� �� �	8��� ���� �� ����� ��� ��
����
� �6�	��
�� ��
�� �,����	
� �� ���	��	
�� �� 1��
	�����< �����,�	���� 8�� �� 
��1���
��� � �� ���� �� 1������
�� ���� ��� �	8��� �� ����������
� �5� ��
� 8�� �8����� �� �� 8�� ������ �� ���� �� 9	����<
�	��
��� 8�� �8������ ��� ��*���	� + �� ����� ��� �	�	����� � �������� ��
� �����
��� �����
� �� ���1�����	��
� ��� �&�	
� ���� 9��	� 
��1���
���� �5� ��
��< ���� 8�� �� 1��	�	
� �� ��
4���;� �� 	���
�,	�	��� ��
5 �	�
��� 1�� �� 
��1���
��� � �� 8�� ������ �� 1	�� �� �1��	��� 8��
1����� �� �3�	
��	
��

�� ��� �� ��� �1��	����� �� '� ���,	���� ��� ��� �3����� �� �	8��� 1���� ���1����� ��
�&�	
� ���� 
�
�	�� �� �� 4���;� �� 	���
�,	�	��� �� ��� ����� g �	*�	6��
	�����
� ����� ��� �&�	
�
���� �,�������� ���� ��
�� ������� �� �,
	���� ����� g 	���
�,��� ��� � = 3 � 
��1���
����
�� 9��
� Teff ∼< 28 000 C �	��
��� 8�� 1��� ��� ������� �� '�)7 Teff �� ��1��� ��� 25 000
C� )��8�� �� ����� 1��,�,�� �� ��� �,�������< ��� ����� g ��� � = 4 ��� �3�	
���� 9��
�
Teff ∼ 29 500 C 1��� ������� '�� �� ���
���
�< �� 1��	�	
� �� ��� ������� �� �� �	�*����
�$� �	6�	����
� ���,	� ��� �� �����	
� �� �� 
�,�� �� �1��	������ ��
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���6���� �� �6����	
� �� ���
�	�� �
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	6��� ��� ���	���	���� �� ��� ��
������
�� �.�� ���� ����� g� )���5� �� �	4�����	� ��
�� �� �&�	
� ���� 1���	�9� + �� �,������� ��
1���� �������� �
	�	����� ��� 4&�	�� �
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��� ��1��	�� �

�	��� ����5� ��� 9	�����
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���� ����	��� �� ��5�	�	� �� ��� 1�����	���� �� ��� ��
������ ��-< �	*�	���� ��� 1���� ��
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 �
 ��� @�!!!A + @�!!�,A< ���*	��� �� ������ �� �� �������	� �����
	�� �� ����
!�".���M� �� �� ���� ���	���
��< ����	���� �� �� ����	
� ���� 7�� 1��5��
��� �� ��1��6�	� ���
������ ���*	��< 8�� ���������� �� ��4�����	�< ���> log g? (�" + log Teff?"�"�< � Teff = 27 148 C<
���� �� 	��	��� �� �� 
�,�� ���� ���*	��� �� �������	� ��� ���� !�".��� M� 1��8�� ���1��
�
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���� ��� �� �������	� �
	�	���� 1�� %9��1	��
 �
 ��� @�!!!A� �� ������ �� 1��
	�����
4�� ���*	�� 1�� �� �����	���	
� �� �� 1���� log g − logTeff < +� 8�� �� 
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� ��	
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	����	
� ����	������� �� ��5�	�	� �� ��� ����� �� 1�����	
� 1��� �� ������ �� ��4��$
���	�� 7�� ����� �� 1���	
� + �� *������� ���5� ����	����� 1�� ��1�����< ���� 8�� ����
�� ���
�����
��&�
	��� �	4����
��D ���� 1�� �;��1�� 8�� �� 1��1�*�� �� ����� �	�
	�
�� �� ��� ��
������
��-� )���	������� ��� ���1��
��	��
�� �� ���
	����� ���� �� ����*&� �	� 
	�� + �� ��1��	��	��$

� �� 1��&���� � 4�������	�� �������
	��� 1��� ��,�� 
	1�� �� ����� �� ���	���� �� 4���	
�
��� 1��&��� � �� 4�������	�< ��*:� ������1����� ��
�� ���
	����� �����
�� :
	��� � �� 9��� ��

���� ��������� 'H .I.7 ��������� ��� 	������ ��	
�������� �
������� ��� 3������ 0/0.0000. � #� 0I0GJ70KC
�8����� �� ��� G00L" ��$�$ �� ��� G007��
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��1��	��
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� �� ����� g + �� N�	����
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� 8��< ;��
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	��<
	��	��� �� 8� ����� �� �� ��
����� �� 1��1�*�� ��� �	�
	�
�� ����� ��� ��+�� ��1�	
��� ���
:�
	��< ��
��	������ ��� ��*	���� �� �� ��
����� 8�� 
	���� ��+�� 	�E����	� �� ��� 1��&���� ��
��� ����� �� 1���	
� + *������� ������ ��� ��1�	
���� ����
	��� �� ��� 4���	���� �� 1����

���� ����� � "	��
	�� �� �����

�3	�
�� ��� ���
	����� :
	��� 1��� �� ��
��	� �� ��� 4��
����� �� �
��1��	��
� + ���6$
���	��
� �� �����> �� ����*&� �	� 
	�� @EcinA< + �� ��1��	��	��
� �� 1��&���� �������
	���
@ΔΠkA� 7� 1�	���� + �5� 	�1��
��
� ���
	���< �� ����*&� �	� 
	�� �� �� ����< ��
5 ��6�	��
�� 4���	
� �� ��� ��
�4���	���� �� ���1�����	��
� ���� @F��� �
 ��� ����A>

Ecin =
1

2
σ2

∫
V

ρ�ξ(r̄) · �ξ∗(r̄)dV =
1

2
σ2
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ξ2
r + �(�+ 1)ξ2

h

]
ρr2dr @"��A

����� �ξ(�r) ��1�����
� �� ��
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�� �� ���1�����	��
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���	
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� �� �� �	����	
� 9��	���
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′
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��� 1��
��,��	���� �����	���� �� �� 1���	
� + �� 1�
���	�� *���	
�
��	� ���1��
	�����
�� ��,	��
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5� ������	����� ��,	
���	����
�< ����
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�� ������
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�< �� ����*&� �	� 
	�� �� ��� ����� p @6*��� "��A 
	���� � ��� ���9�
����� 8�� �� ����*&� �	� 
	�� �� ��� ����� g @6*��� "��A� ��
� �	*�	6�� 8�� ��� ����� g 
	����
��+�� 	����	�< �� ���	�< 8�� ��8�	���� ��+�� ����*&� 8�� ��� ����� p 1��� ���	���< ��1��	����
8�� ��� ��1�	
���� ��
5� ������	����� �� �� �	��� �������

�� �� �����	
� @"��A< �� ����	�� ��� 	�
�*���	
� ��,�� 
��� �� ��
����� �� 
���� ��� ���$
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	�� ��,�� ��� ��1�	
���� ����
	��� �� ��� ��
�4���	����
7�*���*	���� �� ���1�����	��
� ��� �� 4��
�� �� 1��� ρr2� ��� �� 
��
�< ���� 8�� �� ����	���
��� *�� �����
� 4���
����
� ����� ∼ 10−5 *U��3 ����� �� �� ��1��6�	� 9��
� ∼ 103 *U��3 �� ��
�:����< ��� ��*	���� �5� 1��4����� + �5� ������ �� �� ��
����� 
	����� � 
���� ��+�� 	����	� 8��
��� ��1�� ��1��6�	����� �� ��
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��
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���� ����
	��� ��+����
�� ��*	���� �5� 1��4����� �� �� ��
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� ���1��
��	��
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��*	��� 8�� ��� ����� g �� 1��1�*�� �� ����� 	�
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��� 8�� ��� ����� p
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����

���� ����� �� ��������

������ ����)�� �
�'�
	� * ��+�	
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� �� 1��&����
�������
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Pk+1 − Pk � Pi+1 − Pi

Δk
=

Πrad
0√

�(�+ 1)
@"�"A

�����

Πrad
0 ≡ 2π2

(∫ R

rc

|N |
r
dr

)−1

@"�(A
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/�,�� "��> H������ ��� 1��&��� + ����*&� �	� 
	�� 1��� ����� �� *������� ��� � = 0, 1, 2, 3 +
k = 1, . . . , 15 ������1���	��
�� �� ������ �� ��4�����	� ��� M∗ = !�".��� M�< Teff = 27 148 C<
log g = 5,44�

� = 0 � = 1 � = 2 � = 3
k Πk logEcin Πk logEcin Πk logEcin Πk logEcin
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	��� �� ������ ����
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 ���� 1��
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(� "�( ����� �� ����	
�

/�,�� "��> H������ ��� 1��&��� + ����*&� �	� 
	�� 1��� ����� �� 1���	
� + 4�������
�� ���
� = 0, 1, 2, 3 + k = 0, . . . , 15 ������1���	��
�� �� ������ �� ��4�����	� ��� M∗ = !�".��� M�<
Teff = 27 148 C< log g =(�""�

� = 0 � = 1 � = 2 � = 3
k Πk logEcin Πk logEcin Πk logEcin Πk logEcin

Z�[ Z��*[ Z�[ Z��*[ Z�[ Z��*[ Z�[ Z��*[
p �( .��(� "!��� ."��! "!�!� .��". "!�!( .���� "!���
p �" .���� "!��. �!�!� ����! .���" ����. .��!. "!�!(
p �� ����! "!��� �(��. ���.� ����� ����! �!��( �����
p �� ���"� "!��" ����� ���." ���.� ���.� ����. ���.�
p �� ���!� "!��! ���"� ���.! �(��. ����� ���"� �����
p �! �!���! "!��! �!(��� ����" �!��"� ����� �!!��� �����
p � ��!��� "!��( ��(��� ����� ����.� ����� �!��"( ���.!
p � ��!�!� "!��" ��.��� ���.( ������ ���.� ��.��. ���.�
p . ��!��" "!��� �"��(� ����� �����( ����. �����! ���..
p � �"���� "!��� �((��� "!��! �".��" ����� �"���� �����
p ( ��(�!� "!��� �.���� "!��� ��.��� "!�!� ����!� "!���
p " �.��(� "!��. ������ "!��. ��.��� "!�(� �.���� "!��(
p � �!���� "!�(� ��.��� "!�.( �!��"� "!�(! ��.�." "!�"!
p � �����. "!��� ��"��" "���� ����!� "!�." ����"� "!��!
p � ��.�!! "��"( �����( "���( �����. "���" �"��"� "���"

f ! "!���� "��"� . . . . . . �!.�"� "���� ��(�(� "����

)9��� ����	����� �� ���1��
��	��
� �� Ecin + Δν 1��� ����
�� ������ �� ��4�����	�� ��
�� 
�,�� "�� �� ����
��� ��� ������� �� ��� 1��&���� + ����*&� �	� 
	�� ��� ���� 4�������
�� +
��� ����� �� 1���	
� ��� �?!< �< � + � ����� k?! 9��
� k?�(�

�� �� 6*��� "�� �� ����
�� �� 1��6� �� �� ����*&� �	� 
	�� + �� ��1��	��	��
� �� ��� 4�������	��
�� ����� �������
	��� �� 4���	
� �� �� 4�������	� �� ��� 1��� ��� ����� p ��� �?!< �< � + �
+ ��� ����� ���	�� k ����� ! 9��
� ∼ 22� %��
���	� � �� 8�� ������ ��� ��� ����� g @��� 6*
"�� 1���� ��1��	��A< �� �� �,������ �&�	��� � �53	��� ������� �� �� ����*&� �	� 
	�� 8�� ��
1����� �
�	,�	� � ��� �4��
�� �� �
��1��	��
� � ���6���	��
� �� ������ �� �� ��*��< 1���� ��
���1��
��	��
� ����� + 1�5�
	�����
� �	� ���	���	���� � �� ���*� �� 
��� �� ��1��
��< ���� ��
����
�� �� ��� 1������ ������1���	��
�� �� �� 6*��� "���

0	 9������ �� ��5�	�	� �5� ��
������ 1������ ��� 8��< �� ����*&� �	� 
	�� ����
�� ��
������	�	��
� ���

��� � ���	�� 8�� k �����
� �� �� ����	
� �� ,�;� ����� ���	�� ��� ��1��
��
�� ����*&�� ��
� ������	�	��
� ��
5 ��*�	�� 1�� �� �&�	�� *��,�� 5�1�	� 8�� 1������ � ��
����	�	��
� �����< + �1����
����
� �	����< �� �� ��*	
� �� ��
� ����� ���	��< � ��
� 4�������	��
0�1��1���
�� �� ���1��
��	��
� *��,��< �� 1����� ��� 1�8��B�� E��
���	����< ��,�� 
��� 1���
,�;�� 4�������	��� �� ���1��
��	��
� *��,�� �,������� 1��� ��� ����� p �� ��+ ������� � ��
1���	��	���� �� �� 
���&� ��	�


	�� 8�� ��8�	���< 1��� ��
�� ������� �� k< 8�� Δν ��� ����
��
�<
�� ����� 1��� ��
������ 8�&�	�����
� ��	4������ 7�� ��+���� ����	��	���� ��� ����� ��	�


	��
�� �,������ 1��� ��� ����� ��� k 1�8��B��< ��
� �� �� ���1������
� ���� 8�� �� ��*	
� ��
���	��� �� �� 
���&� ��	�


	�� ��� ��� k *�������

���� ��
��	�� ��� �4��
�� �� ��� �	����
	��	����� �� 7����3 �� ��� ����� p< �� ������
 ��
��1��
�� �� 4�������	�� ���1��
� 1��� �� ������ ���	6���� ��
	6�	�����
�< 8�� �����	�����
B = 0� #� ����	������� �� ������ ���	6���� B(%U'U��) = 0 ���� 8�� ��� ����� �� 1���	
�
��� ����� �� �����
��� + �� ��� ����	,��� � ��� ���,	�� �� ��� ��*	���� 	�
����� �� �� ��
������
�� ��
� ������< 8������� ������� �� 	�E����	� �� ��
�� �	����
	��	����� �� �� ��
���
��� ��
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�	*��� "��> ����"!	 �
���
�	 # ���	�
	�
���� �� $�������
	� ��������
�	� �� $���
�� �� �	 $�������
	
�	�	 ��� ����� p ��� �C 3� 4� 2 # 7� ��� ������ �� ��$�����
	 /��"��0 # ��� ������ ���
��	��
	��
��
	������ B = 0 /����0� ?�� ��	 �!��	 �����	�	 ���
����	� �� 
��
�	 �� �	��� 	�
����
�� �	�	 Δν�



�! "�( ����� �� ����	
�

�� ����*&� �	� 
	�� + �� ��1��	��	��
� �� 4�������	�� �������
	��� �� ��� ����� �� 1���	
�� 7��
�����
���� 
��,	 � �� ����
��� �� �� 6*��� "�� @�&������ ��;��A� ) 1���� 8�� �� ����*&� �	� 
	��
�� ��� ����� 1��� �� ������ B = 0 ��
5 �� 1��� ���1������ 9��	� ���	,� + �� 1��6� 1�����
�
1�8��B�� N�����O < �� ��1���	
� �� ��� 
����	�	���� 8�&�	��� ������ 8�� ��� �	����
	��	����� ��
7����3 
	���� �� 	�1��
� �&�	�� �� �� ��
���
��� ��� ��1��
�� �� ��� ����� p� 7�� E��
���	����
�� Δν 1��������� ��� �� �	��� ��1�	
�� + �� 4���� *������ �� �� ����� �� ��������< ���8��<
���� 1������ ��� �� �� 6*��� "��< �� ����� ��
5 ���1������ 9��	� �� 	�8�	�����

%��
���	� � ��� ����� g< 8�� ��� ��+ ����	,��� � ��� �	����
	��	����� �� �� 4�������	� ��
-���
$HR	�R�R< ��� ����� ��:�
	��� ��
5� �����	������ �� 4���� �5� ������� ��� �� 4�������	�
�� 7��,< 8�� ��
5 �����
��� �	���
����
� ��� �� �����	��� ��� ���	�� ��	�,5
	�� ����� @CsA�
��
� :�
	�� ���
	���< ���� 4���	
� �� �� ����	���< 
��,	 � 
	��� �	����
	��	����� ��,	�� �
��� 
����	�	���� 8�&�	���� �� �� 6*��� ��" 1������ ��� 1	��� �� �� 4�������	� �� 7��, ���$
���1���	��
�� � �� 	�
��4��� ��U�� 0	� ��,��*�< �� 	�
��4��� %U'U�� �� 1������ ���,	�� ��
�� 1��6� �� ��
� 4�������	�� %9��1	��
 �
 ��� @�!!!A ���
	���� 8�� ��� E��
���	���� �,��������
�� �� ��1��
�� �� ����� p< 8�� �����	��� N�	����
��1��	��
�N< ��� �������� 1�� �� ���� ��

����	�	
� ��U�< 8�� �� 
��,	 � ���1����,�� �� ��� �4��
�� �� �
��1��	��
�U���6���	��
� ��
��� ����� g�

��.��� ,���-��	
���� 
� ���+�����
���� 
� !�
�� p

0	*�	���� ��� �� �	��� �������	��
� 8�� ������ �� �� ��5�	�	� �� ��� ����� �� *�������<
1������ � ����	��� ��� ��
�4���	���� �� ���1�����	��
� y1 � y2 1��� ����� �� 1���	
��

�� �� 6*��� "�. �� ����
��� ��� ��
�4���	���� �� ���1�����	��
� y1 � y2 1��� ��� �����
��:�
	��� ��� �?!< �< � + � ��� 
��� ������� �	�
	�
�� ��� ����� ���	�� k� )� 	*��� 8�� �� �� ����
�� ��� ����� �� *�������< �� ��1�	
�� �� ��� ��
�4���	���� �� 
�� 8�� y1 = 1 �� �� ��1��6�	�
�� �� ��
������

) 1��
	� �� �� 6*��� "�.< 1������ ��� �� ���
� 1�� �� ���� �� �� �,������ ���	4��
��	����
4���
�� ��� �4��
� �� �
��1��	��
�U���6���	��
� �� ��� ����� 1���	
�� ��
�� ����� ���	���
��� ��1�	
���� ����
	��� ����	����,��� �������
� �� �� �����
��� �	�� �� 9	��
*���< ,	�� 1��
���	�� �� �� 
����	�	
� ��U�< 	��	���� 1�� ��� �&��� �� 
����� 1�8��B��� ��� �� 
��
�< ��
�

����	�	
� �� 	�
������ ���,	�� �	*�	6��
	��� �� ��� 1��1	������ �� ��� ����� p� ��
� 
��,	 �
�31�	�� �� ,�;� ����*&� �	� 
	�� �� ��� ����� ��:�
	��� ���1������ ��� ��� ����� �� *�������<
���� 8�� ��
�� :�
	��� ����
��� ��1�	
���� ����
	��� ��+���� �� ��� ��*	���� �5� 	�
����� +
������ �� �� ��
������ 7�� ��1�	
���� �� ���	���	
� ����
	��� �� ��� ����� ��:�
	��� �� �� �:����
�� 9��	� ��� ��+ 1�8��B��< 
�� 8��< �� �� ������ �� �� 6*��� "�.< �� �� �,������ ���	���	���� �	�

��1�	
���� ����
	��� ����� 1��� 
���� ��� ������� �� �� ��
� ������
�� 8�� ��� 1�	��	1�����
�
����� �� �����
���� 7�� ����� �� ����� ����� ���	�� @k? !< �A ��� ��� �5� 1��4����� ��
���1����	
� ��� ��� ����� �� ��+�� ����� ���	��� �� �8�& 8�� �� ������	�	��
� 	�	�	�� �� ��
����*&� �	� 
	�� ��� ��1��
�� �� ����� p @��� 6*��� "��A �� 1���� �31�	��� ��� �� ����	�	��
�
N�&*	��O 9��	� �� ��1��6�	� �� �� ��1�	
�� ����
	�� �� ���	���	
� ������ k �����
�< +� 8�� ���
��*	���� ����� ������ ��8�	���� ��� ����*&� �	� 
	�� ���9� ����� 1��� ���	����

�� ����	�	��
� 6��� 1��� k *������ �� �� ����*&� �	� 
	�� �� ��,� � ��� ���,	���	
� �� ���
4��
����� �� 1�	���� �� ��,� � �� 4���� �� 8�� �� ������ �� ��
���
��� �� �� ��
������ �� ���
�5������ �� ��
���
��� ��
����< �� ��1��6�	� ��� ������ �� ������1���� � �� ��1��6�	� ���� �� ��
��
�����< 8�� ��
5 �����	���� �� −log(1−Mr/M∗) → ∞� ��� �� ���
���	�< �� �5����� ��� ������
�� ��
	��� � ��� �	��
� �	�
���	� ��� ���
�� @$log(1−Mr/M∗) ≈���(A� ��
�����< �� ���1�	�	� ���
����� �� ��� ��
�4���	���� ����� �� �� ��1��6�	� ��� ������< ��
� �&�	
� ��,	
���	� 4����� � ���
����� p �� ����� ���	�� ��6�	��
����
� *����� � ����������� ��1�	
���� *������ �5� ����
��
�� �� �����
��� � ���	�� 8�� k �����
�< 	����	���� �� ����	�	��
� *��,�� �� �� ����*&� �	� 
	���
��� �
�� 1��
�< �	 ,	�� ��� ��
�4���	���� �� ������ ���� ��� �5� ����� �� �� ��1��6�	�< �����
�� ����	��� �� �����< � ���	�� 8�� k �����
�< ��� ��1�	
���� �� ��� ��
�4���	���� ��� ����
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�	*��� "�.> .���$���
���� y1 � y2 ����������
����� 	 ���� ����� ��� ������ �� ��$�����
	 �� �
��
���
����� �	�
	� k # �C 3� 4� 2 # 7� (	�

�� �� 
��
�	 �	 ���
�
�� �� �	� 
����$	���  �!�
�	� ?LIL�� /�!��	
�� ��	��� "����	0 # ��L� /�!��	 �� ��	��� �� ��N��0�



�� "�( ����� �� ����	
�

��� ��+���� ���
�	,�+���� �� �����
� �� �� ����*&� �	� 
	�� 8�� �� �,����� �� �� 6*��� "��
1��� k *�������

��.��� ��)
���� 
� �����	
�� 
� �����
�� 
� !�
�� p

��� ���1��
	
��< �� �������	� ��
�,����� 8� ��*	���� �� �� ��
����� ���
�	,�+�� �� 4����
���	���
� � ��� 1��&���� � 4�������	�� �� ��� ����� ��:�
	���� �� ��5�	�	� �� ��� ��
�4���	����
+ �� ����*&� �	� 
	�� ����
��� 8�� ��� ����� p ��� 1�	��	1�����
� ����� �� ��������� ) 1��
	�
��� *�56�� �� ��� 4�������	�� �� -���
$HR	�R�R + 7��, @1��� �?�< � + �A 8�� �� ����
�� �� ��
6*��� ��" 1��� �� ������ �� ��4�����	� @M∗? !�".���M�A< �� �,����� 8�� �� ���� �� 1��1�*��	
�
�� ��� ����� ��:�
	��� ��
5 �����	���� 1�	��	1�����
� �� �� ��1��6�	� �� �� ��
������ 7�� ����*&��
�	� 
	��� �� ��� ����� p @logEcin ∼ 40 − 43A ��� ������� � ��� ������1���	��
�� � ��� �����
g @logEcin ∼ 43 − 47A ���� 8�� ��� 1�	����� ���	��� �� ��*	���� ����� ������ 8�� ��� :�
	����
��� :�
	�� ��� ��1�	
���� ����
	��� �� ��� ��
�4���	���� �� ��� ����� p ��� ��+ 1�8��B�� ��
�� �:���� �� �� ��
����� �	��
��� 8�� �� ���	���	
� �� �� �� �� �����
��� �	�� �� 9	��
*���< ��+
1�� ���	�� �� �� 	�
��4��� ��U��

���� 
���� �� �����
��� ��6�	
	��< �����	
���� ����	��� ��� 4���	���� �� 1��� ����	���� �
��� ����� ��:�
	���� ���6����� ��
����� �� �� 6*��� "�� ��� 4���	���� �� 1��� ������1���	��
��
� ��� ����� p �� �� 6*��� "�.< ;��
� ��� ��� 	�
��4���� �� ��U� @�&��� �� 
����� 1�8��B��A +
%U'U�� @�&��� �� 
����� *�����A �� 4���	
� �� − log(1 −Mr/M∗)�
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	��� ��+���� �� �� ���� 8�� �� ������
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��4���
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���$
��� )�*���� ���
�	,��	���� �� ���1���	�,��� �� �,������ ��,�;� �� �� 
����	�	
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�< �� �:���� �	�� �� 9��	� 
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��� ����� p� ��
� �� �� �,�	� �� ��� 1��6��� �� ��� ��
�4���	���� @6*��� "�.A< 8�� ����
���
��1�	
���� ����
	��� ����� �� ��� ��*	���� 1�� ��,�;� �� �� 	�
��4��� �� ��U�< 1��� �� ������
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���< �	��
��� 8�� �� ��1�	
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����� �� ��+ ,�;� ���1����� ��� ��� ����� ���
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�1�� �� �� �������	� �����
	�� �����
��	���� 1�� ��� ���� ��
!�".���M� �� �� �-� 7�� ������� ���*	��� �� 	��	��� ��� �&������ �� �� 1���� log g − logTeff

8�� �� ����
�� �� �� 6*��� (���
�� 1�	��� ������ @������ �A �� �����	�� ��,�� �� I)�-� �� ��*���� + 
����� ������ @������

� + �A �� �����	��� �����
� �� �- ��
�� + ���1� � �� �� �
�1� ��� ����� ��� :�
	��< �� ����
�
������ @������ "A �� ������
�� �� �� 6��� �� �� �- @/)�-A ��
�� �� 8�� �� ��
����� ��
�� �� ��
�
�1� �����
	�� 1��
��	��� 7�� 1��5��
��� ��1��6�	���� 1��� ��� ���
�� ������� �� 1����� ���
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����� �� 1���� ��
��	�� � 1��
	� �� �� 6*���
(��< ����� �� ����
��� ��� �,������	�� 1�� ���� �� ��� �	�
	�
�� ��1��	�� 8�&�	��� ���	���
��
�� 4���	
� �� �� ���������� ���� Mr/M∗ 1��� ��� ���
�� ������� ����	��������

���� �� ������ �< �� �,������	� �� 9��	� �� �� �:���� �� ���	 	*��� � �� /��,	 � �� �,�����
��� 1�8��B� �,������	� �� ���,��� �� ∼!�!( �� �� �:����� )� ���	���� �� �� �- �� 9��	� ���
�:���� ���	���� � ������
	��� �� ���,��� ���	��
� �� 1������ triple α �� �� ���� 
��� �:����� ��
9��	� �� ���,	��� 1��� 4����� �� �:���� �� ���,���� 7� 1�8��B� ���
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� �� �� �,������	�
�� ���,��� 	�	�	�� �� �� �:���� �� ��,� � ��� �4��
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��
�� 8�� �� ��
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9	��
*��� ��� ����� �� �� �:�����

�� �� ������ � �� �,����� �� ������	�	��
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�� �� ��
�:���� ������
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	��� ���	 �� �� �	��� ����� �� �� �5����� �	�� �� 9��	�
8�� �� ������ 7� �,������	� �� ���,��� �� �� ��*	
� ���	�
	�� �	�� �� 9��	� 1�������� �� ��
����� �� !�!(< �	��
��� 8�� �����
� � ���	 !�" �� �� �:���� ������
	�� ���
���< ����� 
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	�� �� ��,� �� 1������ �� ��1
��� ��
1��
&����� α< ����� �� �:���� �� ���,��� ��1
��� �� �:���� �� 9��	� 1��� 4����� �� �:���� ��
�3&*��� ���	��
� �� �����	
� 12C + α→ 16O + γ�
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 ����	����,�����
�
�� �� �:���� ������
	��� ��
� ��
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;��
� ��� �� ������	�	��
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������ ��-�

7�� �,������	�� �� 9	��
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��
��
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	�����
�< �����
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������ 7� 
����	�	
� ����� �� �5����
���	�
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� -��(���� �� ��� ��� ���� �� ������	
�

���� ��
��	�� �� ������	
� 
��1���� �� ��� 1��&���� �� 1�����	
�< �
	�	����� �� �������	�
�����
	�� �����
��	���� 1�� ��� ���� �� !�".���M� �� �� �-< ���1���
� �� ���� "!! ��������
���� �	�9�� �������<8�� ��� ����� �� I)��- 9��
� �� /)��-< �� ���������� ��� ��1��
���
�� 1��&���� �� 1�����	���� 1��� ����� ��� *���� ���
�	�� �?!< �< � + �� 7�� �����
���� ��
����
��� �� �� 6*��� (��< ����� *��6����� ��� 1��&���� �� ��� ����� �� 1�����	
� @��*A ��
4���	
� �� �� ���� �� �� ��
����� ����� �� I)�0 @�� ��	����� �� 106�B��A ����� 8�� ������� ��
I)��- 9��
� 8�� �,������ �� �-�

7�� ����� p + g �� ,�;� ����� ���	�� + �� ���� f ��
5� ��B������ �� ���	���� �� �� ������	
�
�� �� I)��-< � �� 	8�	���� �� ��� ������� %�� �&������ �� 	��	��� ��� ��*���� ����� ������ ��
4��
���� �� �
�	��� ����	
� ��
�� ��� ����� f < p + g �� ,�;� ����� ���	��< 8�� �� �,������ ��
��� ����� ��� *���� ���
�	�� �\!�

�� ��1��
� �5� 	�1��
��
� �� ��� �����
���� 8�� �� �,������ �� �� 6*��� (��< �� �� ���,	� ��
��� ������� �� ��� 1��&���� �� 1�����	
� ��,	�� �� ���,	� �� �� ��
���
��� 	�
���� �� �� ��
�����
������  �
� ������	���� ���� ��� ��
������ ��-< �� 1�	��	1�� 1������ 8�� *�,	���� �� ������	
� ��
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�� �������	
� �� 9��	� �� ���,��� + �3&*��� �� ��� ��*	���� ���
����� �� �� ��
������ ��
� 1������
�� ���	6����� ���
����
� �� ����	�	
� �� �8�	�	,�	� 9	����
5
	��� %��� �����
��� �� �,
	����
���	��	���� ��������� ���
�� �� �� 
��1���
��� �4��
	�� + �� *������� ��1��6�	��< �������� � ��
���	�� �����
	�� ���� �� ����
�� �� �� 6*��� (�"� ��,	�� � 8�� ��� ������� �� ��� 1��&���� ��
1�����	
� ��1����� �� ��� 1��5��
��� ��1��6�	���� + �� �� ��
���
��� 	�
���� �� �� ��
�����< ��
��1��� 8�� ��
�� ���,	�� � ���	�� 8�� �� ��
����� ������	����

7� ��
������� �� ��� ����� p + g �� �	4����
�< + ��
� �� ���
	��� � �� ���*� �� �� �������	�
�����
	��� ��
� �� ��,� � 8��< ���� ���
����� �� �� ��1&
��� ��
��	��< ��� ����� p + g ��
1��1�*�� �� �	�
	�
�� ��*	���� �� ��� ��
������ ��-� ��,	�� � ��
�� �	4�����	��< ����	������� ��
���1��
��	��
� 
��1���� �� ��� 1��&���� �� ��� ����� ��:�
	��� + �� *������� 1�� ��1������

.����� �����	
�� &��+���� 
� ��� �����
�� 
� �����	
�� 
� !�
�� p

���� ��� ����� �� 1���	
�< �� ������	
� 
��1���� �� ��� 1��&���� �� 1���� �	�	�	� �� 
���
*������ 4����� ���
�� �� ���� ��� �� ������
��� ��*���� ���	��	���� �� �� ���1��
��	��
�
*������ 8�� 
��
������ �31�&�	
����
��

%��� �� �,����� �� �� 6*��� (��< �� ������	
� ���	���� ��� �� ����	�	��
� ���

��� ��
�� ����� �� ��� 1��&���� 9��
� �� �53	�� ��1�	� ��������� �� ��� ���(×1010�B��� ��
� �
�1�
�� 	���
	6�� ��� �� 4��� �� ������	�	��
� �� �� *������� ��1��6�	�� 8�� �� �,����� �� �� 6*���
(�(�< ����� 1������ ��� 8�� �� �53	�� �� ��� 1��&���� ��	��	�� ��� �� �&�	�� ����� �� log g<
��,�� 	��	����� 1�� @"A� 0	� ��,��*�< ���� 1������ ��� �� �� 6*��� (�(,< �� ���1��
��	��
�
�� log Teff �� �� ���

���< �	�� 8�� 1�	���� ������� @1 → 3A + ���*� ����� @3 → 4A< ���8��
�� ����� ��1�	
�� + 1���	��
� 8�� �� �� ���� �� log g� ��,	�� � 8�� �� ���1��
��	��
� ��
��� 1��&���� �� ���

��� + ��*���� �� 
��� ��
� 4��� @1 → 4A< 1������ ������	� 8�� �� ���
�4��
���� ��
�,�����
� 1�� ��� ���	��	���� �� �� Teff + 8�� �� �4��
� ���	���
� �� ��,	�� � ���
���	��	���� �� log g� �� �������< ��� ������� �� ��� 1��&���� �����
�� ������ log g �	��	��+��
��
� ���1��
��	��
� *������ �� �,����� ��� ��+�� ����	��� 1��� ��� ����� ��� *���� ���
�	��
�?!< +� 8�� �� ��
� ���� �� �� 1������� ��� �
�	��� �����	
� ��
�� ��� 1��&���� �� ����� ���
,�;� ����� ���	��D ���� �� �,�����< 1�� �;��1�� 1��� �� ���� ��� �?�< ��
�� f + g1 1�	���� +
��
�� f + p1 �5� ������
�� ���� �\! �� ���1��
��	��
� *������ �� ���1�
��� 1�� ��� ����� ��
1���	
� �� ��
� ����� ���	���

7� ��*���� 4��� ��
5 �����
��	���� 1�� �� ������	�	��
� �5� �51	�� �� ��� 1��&���� 8��
����	�� �� �� �&�	�� ,	�� ��6�	�� �� 4���� �� �����
� �� @(A 1��� 
��� ����� ���	�� k� 7��*�
�� ����� �� ��� 1��&���� �����
� �,��1
����
� 9��
� �� �53	�� �5� ��1�	�� �� ��
� �
�1�
�� *������� ��1��6�	�� ����� �� �� 	�
������ �� 
	��1� ��� ����� �� ���×107 �B��< ����� ���
������� �� ��� 1��&���� ��������D + ���*� �	��	��+� �� 4���� �:,	
�< �������� �� �����
�
�,��1
� �� ��� 1��&����� ��
����� 1������ ���	� 8�� �� ���	��	
� �� ��� 1��&���� �� ��� �����
�� 1���	
� �� 	������ � �� ���	��	
� �� log g< �� ���	� 8��< ������ log g �����
�< ��� 1��&����
�� ��� ����� p �	��	��+�� + �	��������

#�
���� 8�� ��
�� �� �������� �� �&�	�� �� @(A �� �,����� �� 1	�� �� ,�;� ��1�	
��� 0�
���9� + ��
��� �� ��� ��� �	���� 1��� 
��� k � �< 1��� �� �,����� �� 
���� ��� ������ �� ��
6*��� (��< 	������ 1��� ��� ����� �� *�������� ��
� 1	�� �� ������1���� ��� �� ��5��*� �� log g
���� �� �,����� �� �� 6*��� (�(� ��
�� ��� 1��
�� @"A + @(A � ��� ���� �� �1��3	�������
�
���((×1010 �B��� 0	 �	����� �� 
���� @"→(A �� �� 6*��� (�" �����
����� �� ���� ��������	�
���
�� ��� ���� 8�� �� ����� @�A 9��
� @�A 8�� �31�	�� ��
� ���	��	
� �� ��� 1��5��
����

��� :�
	��< ���*� �� �53	�� �� @.A ��� 1��&���� �������� 9��
� �������� ��������
� ��
�&�	�� 1������	��� 	��	���� 1�� @�A� ��
� ������	�	��
� �� ������1���� ��� �� �����
� �3$
1�����	�� �� log g 9��
� 8�� �� ��
����� �,������ �� �- �� @�A< �� ���� 	��	�� ��������
� ���
��1������	� 	������ �� ��� 1��&���� ��� �� *������� ��1��6�	���

�� ��� :�
	��� ��� 4���� �� ���1��
��	��
� �� log Teff �� ��+ �	�	��� �� �,������� �� log g<
�� 8�� ��� ������&� � 1����� 8�� ��� 1��&���� �� ��� ����� �� 1���	
� �����
�� ������ Teff
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������� + �	��	��+�� ������ Teff ������ ��
� ��1��	�	
� �� ��,	�	
� 1�� �� 4��
� �� ��������	
�
��
�� �� ���1��
��	��
� �� ��� 1��&���� �� ��� ����� �� 1���	
� + log Teff �� �� 1�	���� 4���<
���� +� ����	������� ��� �� 
��
�< ����	������� 8�� ��� 1��&���� �� ��� ����� p �� ���
����	,��� � ��� ���,	�� �� �� 
��1���
��� �4��
	���

�� �� 
��,�;�< %9��1	��
 �
 ��� @�!!�,A 	���
	6�� �������
� ��� 4���� ������1���	��
�� ���
�� 1�	���� + �� 
������ 4��� 8�� �����	,	��� ��
��	�����
�� 7� 4��� ���
��
� ������1���� � ��
�
�1� ��� ���� �� ����
�� �������	� �����
	��� %��� +� ����	������< ��
� ���� �� �1�����
�� ��� �������	�� ���������� 1�� %9��1	��
 �� ��� @�!!!A< �� ���� �31�	�� ��� �	4�����	�� ��
��
��� �����
���� + ��� ����
���� 0	� ��,��*�< �� ��������	
� ��
�� ��� 1��&���� �� ��� ����� ��
1���	
� + �� *������� ��1��6�	�� + �� 
��1���
��� �4��
	�� �� ������1���� ��� ��� �����
���� ��
%9��1	��
 �
 ��� @�!!��A�

.����� �����	
�� &��+���� 
� ��� �����
�� 
� �����	
�� 
� !�
�� g

7� ������	
� �� ��� 1��&���� �� ��� ����� �� *������� �� �	6��� ��
�,�����
� �� �8�����
������1���	��
� � ��� ����� �� 1���	
�< ���� �� 1���� ��� �� �� 6*��� (��� 0	� ��,��*�< ��
��5�	�	� �� �	6���
� ��,	�� �� ���1��
��	��
� ��	���� �� �� ������	
� �� ��� 1��&����� ��
�
N��
���
���O �� ��,� � ���,	�� �� �� �3
���	
� ��� �:���� ������
	�� �����
� �� ������	
� ��
�� ��-< �� ���	� � ��� ���,	�� �� �� 4���� 1���	�� �� �� 	�
��4��� %U'U��� 7�� ����� ��
*�������< �� ���	��� 
�� ����� ��� �:����< ��� 4���
����
� �4��
���� 1�� ��
�� ���	��	����< ��
1��
	����� ��� ����� ���6������ ��
� N��	��O �� �����
��� �� ��� �	�	
��	���� ��� �	��� 8��
�1������ �� ������� ��
� ��*	
� �� �� ��
����� + 1�� �� 
��
�< ��1������ 8��< �� ��
������ ������
�� ��,��&� �1������� ���� �	�	�	��� ��� �4��
�� �� ��� ���	��	���� �51	��� �� �� �3
���	
� ���
�:���� ������
	�� ��,�� �� ������	
� �� ��� 1��&����< ���������� �� ������	
� 
��1���� �� ���
�	���� �������� �� ���
�	,��	
� ��� 
 ��	�� B �� 7����3 �� �� ��*	
� ���
��� �� �� ��
������
7�� �����
���� �� ����
��� �� �� 6*��� (�. 1��� �?�� ) 1��
	� �� ��
�� �����
���� �� 1����
��� 8�� �� ���1��
��	��
� *������ �� �� ������	
� �� ��� 1��&���� �� ��� ����� �� *�������
�� 1���� �31�	��� ���� ��� �����	
� �� 
��� 4����< ���� �� �� ���� �� ��� ����� �� 1���	
��
0	� ��,��*� �� �,������ 
��,	 � �	��
�� �	4�����	��< �� 1��
	����� �� ��� ����� �� ,�;� �����
���	��� %�,� ������� 8��< � 1���� �� 8�� �� ����
 �� 
 ��	�� �� 7����3 �� �� ��*	
� ���
���< ���
*���	��
�� �� �� ����	��� �� ���
	����< ����� ��*�� � ��� 1�8��B�� ���	��	���� 8�� �� �,������
�� ��� 1��&���� �� ��� ����� �� ��
� ����� ���	���

�� �� 1�	���� 4��� �� �� ������	
� �� �� ��- @1 → 4A< �����
� �� ���� log g ������� ���
�$
���
� �	��
��� Teff 	�	�	�����
� 
��,	 � ������� @1 → 3A 1��� ��� ����� 1���	��
�< �� �,�����
�� ����	�	��
� �	�
��5
	�� �� ��� 1��&���� �� ��� ����� g 9��
� 8�� �� ������� �� �53	�� �3$

���	�� �� @"A< �� ������� ��� ��� �����
���� �,
��	��� 1�� %9��1	��
 �
 ��� @�!!��A� ��
�
���1��
��	��
� �� �39	,	�� 1�� ��� 1��&���� �� ��� ����� �� ��
� ����� ���	�� +< ���� +� ���$
�	������< 1�� ��� 1��&���� �� ��� ����� �� 1���	
� 
��,	 � �� ��
� ����� ���	��� 0	� ��,��*�<
�� �� 6*��� (�� �� ����
��� �;��1��� �� ����� ��+�� 1��&���� 1��������� �1��3	�������
�
����
��
�� �����
� ��
� �
�1�< ���� 1�� �;��1�� g2 ��� �?�< � 8�� ��������< ���� g1 
��,	 �
��� � = 1� �� �� 6*��� (�. 
��,	 � �� �,����� ��
� ���1��
��	��
� 1��� ��� ����� f + g1�
��
�� �����
���� ��*	���� �� �3	�
���	� �� �
��� �4��
�� ��	�	������ 8�� ���1	
�� ���
�� �� ��$
����	�	��
� �� log g + Teff � �� �4��
� ��	�	���� �5� 	�1��
��
� 1���&� ��,���� � �� 4�����	
�
�� �� �	����
	��	��� 8�&�	�� ��
�� �� �:���� ������
	��< ���	8���	�� �� ���,��� + �3&*���< +
�� �5����� �� 9��	� 8�� �� ����� @%U'U��A< ��,	�� � 8�� ��� ����� g ���	��� �� ��� ��*	����
	�
����� �� ��� ��
������ ��-� %��� �	��� �� �� ����	
� (��< �� 
����	�	
� 8�&�	�� %U'U��<
	�	�	�����
� �����
� �� ��� ������� �� �� I)��-< �� ���������� + �� ������ �5� �����	���� �
���	�� 8�� �� 9��	� �� 
����4���� 1��*���	�����
� �� ���,���< 8�� ���*� �� ���,	�� ��� �� 9��	�
���
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�� ��
������ 1�����
�� ����� g�

�� �� 6*��� ��� *��6����� ��� 	�
������� �� 1��&���� �� 1�����	
� �� 4���	
� �� log g +
Teff/1000K 1��� ��� �	�
	�
�� ������ �� ��
������ �,��������� 7�� �&���� ������ ������1����� �
��� 1��&���� �� �� ��
������ �% �"!��< ��� �&���� ������ �� ����
��� ��� 1��&���� �� ��� ��
������
�� �.�� + 1�� :�
	��< ��� �&���� ��;��< �� *��6����� ��� 1��&���� ������1���	��
�� � ��� ��
������

	1� 9&,�	����

7�� ��
������ 
	1� �� �.�� 1����� ��� 1��&���� �5� ���*�� +� 8�� 1����� �� ����� ��
*�������� ) 1��
	� �� �� 6*��� ��� �,�������� 8�� ��
�� ��
������ ���1�� �� ���	�	� �� *���������
��1��6�	���� ,�;�� + ��� 
��,	 � ��� �5� 4�&��< 4������� �� �&�	
� ��;� �� �� ,���� �� 	���
�$
,	�	��� �� ��� ��
������ ��- ���	�,���� ��� �
�� ����< ��� ��
������ �% �"!��< 8�� 1����� ��
����� �� 1���	
�< �� �*��1�� �� �� ��*	
� �� ��
�� 
��1���
���� �4��
	���< �� �� �&�	
� ����
�� �� ,���� �� 	���
�,	�	���� /��,	 � 1�����< �� *������< *��������� ��1��6�	���� �5� ��
��
8�� ��� ��
������ �� �.��D �	� ��,��*�< �3	�
�� ��*���� �;��1��� �� ��
������ �% �"!�� �� ,�;�
*������� ��1��6�	��< ���� �� �,����� �� �� 1���� 	�8�	���� �� �� 6*��� ���� ��� :�
	��< ���
��
������ �����	����� 9&,�	��� ���1�� �� ��*	
� �� 	���
�,	�	��� ���	� ������ ����	�������
�� ��1������	� ��� Teff � ���1��
� �� log g< ��� ��
������ 9&,�	��� �� �,	��� �� ��� ���	�	�� ��
,�;�� *��������� ��1��6�	�����

) 1��
	� �� ��
� ��5�	�	� 1������ ��1���� ��� 
������	� *��,�� ��
�� ��� 1��&���� �� 1��$

���� ������� .�7�G

�!
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�	*��� ���> P�����	��� �� ���!���� �
����	��� �� $���
�� �� log g /�	��� 
� �
����0 # �� $���
�� �� Teff

/�	��� �������0 �	�	 �	� �������	� ��� �	�
	
��� �
����	�	� �� �
�� �? 4932F /	���0� �+ 4D4F /�����0
� �!
�
�	� /���	0�

���	
� �� ��� �	�
	�
�� ������ �� ��
������ ��� �� ���	��	
� �� log g + Teff � �� ��� ���	�	�� ��
,�;�� *��������� ��1��6�	���� + ,�;�� 
��1���
���� �4��
	��� ��� 1��&���� �� 1�����	
� �� ����$
��� �5� ���*��< + �� 	���
	6��� �� *������ ��� ����� �� *������� @��
������ �� �.��A< �	��
���
8�� ������ ��� ������� 9��	� ��� ��*	���� �� ��
� Teff � ��
� log g< ��� 1��&���� �� ����
�� + ��
	���
	6��� ��� ����� ��:�
	��� @��
������ �% �"!��A� ��
����� ��� 1��&���� �����
�� ������

��
� �� *������� ��1��6�	�� ���� �� 
��1���
��� �4��
	�� ��������< + �	��������
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��> ',������	����

/�,�� ���> %��1	���	
� �� ��� ��
������ �% �"!�� �����	����
#��,�� Teff log g ΔΠ ��4�����	�

� �% 14026 − 2647 34 700 ���! 134 − 144 C	�M���+ �
 ��� @���.A
� �- 8783 35 700 (�(" 120 − 134 C��� �
 ��� @���.A

· · · · · · 94 − 136 'L����*9�� �
 ��� @����,A
� �% 10228 − 0905 33 500 ��!! 139 − 152 0
�,	� �
 ��� @���.A
" �% 20117 − 4014 34 800 (��. 137 − 159 'L����*9�� �
 ��� @���.A

34 800 · · · 137 − 158 ������� �
 ��� @�!!�A
( �� 1047 + 003 34 370 (�.! 104 − 162 -	�� ��� �
 ��� @���.A

35 500 (��! 104 − 162 'L����*9�� �
 ��� @�����A
· · · · · · 91 − 162 %9��1	��
 �
 ��� @�!!�A

� �� 1336 − 018 33 000 (�.! 141 − 184 C	�M���+ �
 ��� @����A
· · · · · · 170 − 200 C	�M���+ �
 ��� @�!!�A

. C�� 2109 + 4401 31 200 (��" 182 − 198 -	�� ��� �
 ��� @���.A
· · · · · · 182 − 198 C��� @����A
· · · · · · 104 − 213 %9��1	��
 �
 ��� @�!!�A
· · · · · · 182 − 213 I9�� �
 ��� @�!!�A

31 380 (��( · · · ��� �
 ��� @�!!�A
� �� 1605 + 072 32 100 (��( 350 − 539 C��� �
 ��� @�����A

· · · · · · 295 − 573 C	�M���+ �
 ��� @����A
30 000 (��! 290 − 601 %9��1	��
 �
 ��� @�!!�A
· · · · · · 351 − 528 'L/���� �
 ��� @�!!(A

32 520 (��. · · · ��� �
 ��� @�!!�A
� ��	*� "� 28 900 (�"( 340 − 380 C��� �
 ��� @����,A

29 500 (�(! · · · ��,�� �
 ��� @�!!!A
· · · · · · 258 − 376 %9��1	��
 �
 ��� @�!!�A
· · · · · · 344 − 379 ���� �
 ��� @�!!"A

29 580 (�"� 157 − 379 %9��1	��
 �
 ��� @�!!(,A
29 500 (�(" · · · 'L/���� P ��,�� @�!!�A

�! �� 1219 + 534 32 800 (�.� 128 − 149 C��� �
 ��� @�����A
34 300 (��( · · · ��,�� �
 ��� @�!!!A
33 600 (��� 129 − 172 %9��1	��
 �
 ��� @�!!(�A
33 500 (��. · · · 'L/���� P ��,�� @�!!�A

�� �� 0911 + 456 31 900 (��� 155 − 166 C��� �
 ��� @�����A
�� �� 0014 + 067 33 550 (�.. 80 − 170 -������� �
 ���@�!!�A

· · · · · · 77 − 173 S�T��+ �
 ��� @�!!(A
· · · · · · 137 − 169 H��M��	] �
 ���@�!!�A

34 130 (�.. · · · ��� �
 ��� @�!!�A
�� CFH 0442 + 1416 30 900 (�.� 184 − 231 C��� �
 ��� @����,A
�" �% 05217 − 3914 31 300 (�.� 213 − 218 C��� �
 ��� @����,A
�( C�� 1930 + 2752 33 280 (��� 146 − 332 -	�� ��� �
 ��� @�!!!A
�� �� 1618 + 563- 33 900 (��! 139 − 144 0	���

	 �
 ��� @�!!!A

34 320 (�.� · · · ��� �
 ��� @�!!�A
�. �0 0815 + 4243 33 700 (��! 126 − 131 ^�
����� �
 ��� @�!!��A
�� �0 2149 + 0847 35 600 (��! 142 − 159 ^�
����� �
 ��� @�!!��A
�� �0 2201 + 2610 29 300 (�"! 347 − 351 ^�
����� �
 ��� @�!!��A
�! �0 0039 + 4302 32 400 (�.! 182 − 235 ^�
����� �
 ��� @�!!�,A

32 320 (��� · · · ��� �
 ��� @�!!�A
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/�,�� ���> %��1	���	
� �� ��� ��
������ �% �"!�� �����	��� @%��
	����	
� /�,�� ���A�
#��,�� Teff log g ΔΠ ��4�����	�

�� �0 0444 + 0458 33 800 (��! 137 − 168 ^�
����� �
 ��� @�!!�,A
�� �0 1824 + 5745 33 100 ��!! 139 ^�
����� �
 ��� @�!!�,A

· · · · · · 139 ���� �
 ��� @�!!�A
�� �0 2151 + 0857 34 500 ���! 129 − 151 ^�
����� �
 ��� @�!!�,A

· · · · · · 129 − 151 ���� �
 ��� @�!!�A
�" �0 2303 + 0152 33 800 (��! 128 − 145 0	���

	 �
 ��� @�!!"�A
�( �� 1325 + 101 35 200 (��! 130 − 156 0	���

	 �
 ��� @�!!"�A

34 800 (��� · · · /��
	�* P ^�
����� @�!!"A
35 050 (��� 99 − 157 %9��1	��
 �
 ��� @�!!�A

�� 0�00 S171722,08 34 500 (�.! 142 0��9�	� �
 ��� @�!!"A
�. �� 0048 + 091 · · · · · · 106 − 190 C��� �
 ��� @�!!"A
�� �� 0154 + 182 · · · · · · 164 C��� �
 ��� @�!!"A

· · · · · · 110 − 164 ���� �
 ��� @�!!�A
�� �% 11583 − 2708 · · · · · · 114 − 149 C	�M���+ �
 ��� @�!!�A
�! �% 20338 − 1925 · · · · · · 135 − 168 C	�M���+ �
 ��� @�!!�A
�� �% 09582 − 1137 · · · · · · 136 − 151 C	�M���+ �
 ��� @�!!�A

/�,�� ���> /�,�� ��1��	��> ��
������ ��- ���	�,��� 8�� ����
��� �����
��&�
	��� 1�����	������

��
� �� ��� ��
������ 
	1� �% �"!�� ���� �� ��� 
	1� �� �.��� /�,�� ��� ���	�> ��
������ ��'
���	�,���� /�,�� 	�4��	��> ��
������ ��- ���	�,��� �	��� �� 9��	� @���	��$�	�� @��$��-AA�

#��,�� Teff log g ΔΠ ��4�����	�
� �0 0702 + 6043 28 400 (��( 363 − 382 ���	���� �
 ��� @�!!�A

· · · · · · 363 − 383, 3538 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
� -������ !� 29 500 (��! 350 − 356 '��	�� �
 ��� @�!!"A

· · · · · · 214 − 356<4354 − 3671 -���� �
 ��� @�!!(A
29 810 (�(� · · · ��� �
 ��� @�!!�A

#��,�� Teff log g ΔΠ ��4�����	�
� S16007 + 0748 · · · · · · 59 − 119 Q���
 �
 ��� @�!!�A

#��,�� Teff log g ΔΠ ��4�����	�
� 70 GH−14◦116 32 500 (�" · · · )9��� P S�T��+ @�!!�A

· · · · · · 1954 − 2870 )9��� P S�T��+ @�!!(A
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/�,�� ��"> %��1	���	
� �� ��
������ �� �.�� �����	���� @7�� ��
�� ������1���	��
�� � ��� ��$

������ �$�� 9�� �	�� �3
��&��� *�56�����
� �� �� �	*� � �� 0�9�9 �
 ��� @�!!�A� �� �	�9� 6*���
�� ��
5� 	����&��� ��� ���,��� �� ��� ��
�������A

#��,�� Teff log g ΔΠ ��4�����	�
� �� 1716 + 426 27 400 (�". · · · 0�T�� �
 ��� @���"A

26 100 (��� · · · �������$����� �
 ��� @�!!�A
27 662 (�"( 2939 − 5460 ���� �
 ��� @�!!"A

� �� 1627 + 017 22 800 (��. · · · ��3
�� �
 ��� @�!!�A
21 600 (��� · · · �������$����� �
 ��� @�!!�A
23 670 (��� 4588 − 8901 ������� �
 ��� @�!!��A

� �� 0101 + 039 28 173 (�(� 2650 − 7235 ������� �
 ��� @�!!(A
" �� 1338 + 481 28 179 (��� 2100 − 7200 ������� �
 ��� @�!!�,A
( �� 0850 + 170 · · ·
� �- 5450 · · ·
. �� 1739 + 489 · · ·
� · · · 27 000 (��. · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
� · · · 26 600 (��� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A

�! · · · 26 650 (��� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 25 590 (��� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 27 820 (���( · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 27 760 (��� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�" · · · 27 940 (�"! · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�( · · · 27 410 (�"!( · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 28 530 (�"� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�. · · · 28 290 (�"� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 27 880 (�"� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 28 830 (�"�. · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�! · · · 28 765 (�"( · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 29 000 (�"� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 26 500 (�".� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 26 764 (�"�� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�" · · · 27 530 (�"�� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�( · · · 28 000 (�(� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 28 470 (�(" · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�. · · · 28 490 (�(" · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 29 500 (�(�. · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
�� · · · 24 235 (�(� · · · 0�9�9 �
 ��� @�!!�A
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��,�;� 9���� 	�	�	��� �� ��
��	� �� ��� 1��1	������ �����
	��� + 1�����	������ ��
��� ��
������ ��,$������ -< �
	�	����� ������� ��� �	��� ��1�����
�
	���� ��
� �� �� 1�	���� ���
8�� �� ������ �� ��
��	� �� ��
�� ��
������ ���	�,��� �
	�	����� �������	�� �����
	��� ���1��
��
+ ��
������� ;��
� ��� �5������ 
�
�	��� �� 1�����	���� ��
�������

���	��
� �� �
�	*� �����
	�� 7�%'��< �� ���������� �������	�� �����
	��� ����� �� �0
9��
� 8�� �,������� �� �-� F����� �	�
	�
�� 
���� �� 1 ��	�� �� ���� �����
� �� ��-< ��
4���
 �� ��������	� ��� E��9 �� 9��	� �� �	�
	�
�� �����
�� �� �� )�-< *�������� ��& ���
��
�������	�� �����
	��� �	�
	�
��� 7�� �������	�� �����
	��� ��
5� �����
��	����� 1�� �� ���� 8��
1����� �� �� �-> !�"��(�M�< !�".�(�M�< !�".���M� + !�".�!!M��

',�������� 8�� ��� �������	�� 8�� ��4��� ��� 1 ��	�� �� ���� ��+�� �����
� �� ��-
1����� ��� �����
��� ����� ���	��� ��
�� �������	�� �� ��	��
�� �� �� �- � Teff + log g ��+�����
���� 8�� 
���� ��� �������	�� ���������� ���1��
�� �� ������	
� �� �� �0 + �� �� ��-< ��
��
��	�	��� �� �� �	��� �� 
���� ��� ������ ��
� 	�1�	�� 8�� �� :�	�� 1��5��
�� 8�� ���
����
�� �����
� ��� E��9 �� �� ���� �� �� �����
���< + 1�� ����	*�	��
� �� 1 ��	�� �� �����

#�
���� 8�� ��� �������	�� ���������� �� ������ �� ��*	
� ��� 1���� log g − log Teff �5�
1�,���� �� ��� ��- �� 
	1� �% �"!��< �����1���	��
�� � ��� ��
������ �5� ���	��
�� + �� ��+��
*������� ��1��6�	��� �� �� ��
���	��� �� �3	�
�� �5������ �����
	��� ���1��
�� ��+�� 
���M�
������ �� ��*	
� ����� �� ������
��� ��� ��
������ �% �"!��� %5������ �����
	��� 1���	�	�����
	��	��� 8�� �� ������	�	��
� �	*�	6��
	�� �� �� ��
��	�	��� @����� !�!� � !�!�A 1������ ��
���1�����	��
� �� ��� 
���M� 9��	� 
��1���
���� �5� ��
��< ���8�� �� �� ��6�	��
� 1��� ��$
������ �� ��*	
� ����� �� ������
��� ��� ��
������ �% �"!��� �����
���� �	�	����� �� �,
	���
�	��	��+���� �� ���� �� �� �����
���< �� ��
� ���� �� ����	�	��
� 9��	� �� ���� �� ��+�� 8�� ��
���	�� Z 1��� �:� �� 	���6�	��
��

��� �
�� ����< ��� �������	�� �� ����� !�".�(�M�< !�"���M� + !�".�!!M� ������ 1�� ��
���� ����� �� ������
��� ��� ��
������ 
	1� �� �.��< 1�� �� 
��
�< ��� �����
���� �,
��	��� ��
��
� 
��	� �� 1����� �����	���� �� ��+�� ���	�� ��� ��� ��
������ �� �.���

���� ����	��� �� ��5�	�	� 1�����	���� 
�
�	�� ���*	��� �� ������ 1��
����	��
� � ���� ��$
�����	� 8�� �� ������
�� �� �� �
�1� �� �-� ���� ���� ������ ���������� ��� 4�������	�� ��
-���
$HR	�R�R + 7��, 1��� �?�< � + � ;��
� ��� ��� �,������	�� 4����	������ �� 9	��
*���< 9�$
�	�< ���,��� + �3&*���� )���	����� �� 1��6� 8�&�	�� �� ��� ������� �,�������� 8�� ��� ��
������
��- 1����� ��� ��
���
��� ��
��
	6����< 4������ 1�� 
��� ��*	���� �� *������ ,	�� ��6�	���>
�� �:���� ������
	�� �	�� �� ���,��� + �3&*���< ��� ��*	
� ���	�
	�� �5� �3
���� �	�� �� 9��	�
+ 6������
� ��� �����
��� �� 9	��
*��� + 9��	�� 0�1������ ��
� ��*	���� �� �,������ 
����	$
�	���� 8�&�	��� 	���
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� @��� )��A + �� ��
����*&� @��� )��A>

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρ�u) = 0 @)��A

ρ

(
∂

∂t
+ �u · ∇

)
�u = ρ�f −∇P − ρ∇Φ + ∇Θ @)��A

ρT

(
∂

∂t
+ u · ∇

)
S = ρ (εN + εV ) −∇ · �FR @)��A

�� ��
�� �����	���� ρ ����
� �� ����	��� �� ����< P �� 1���	
�< T �� 
��1���
���< �u ��
�����	��� �� E�;�< S �� ��
��1&� ��1��&6��< Φ �� 1�
���	�� *���	
�
��	�< �f ��� 4������ ����
��$
��*� 
	��� �3
�����< Θ �� 
����� �� ��4������ �	������< εN �� 
��� �� *������	
� �� ����*&�
�������< εV �� *������	
� �� ����� 1�� �	����	���< �FR �� E�;� �� ����*&� 1�� ���	��	
� + ∇ �� ��
�1������ *���	��
��

���� ���1��
�� �� �����	1�	
� ��� �	�
��� ��,���� �*��*�� �����	���� ��1�����
��	��� ��
��
�����	���� ���> �� �����	
� �� ��	����< 8�� �����	��� �� 1�
���	�� *���	
�
��	� ��� �� �	�
�	,��	
�
�� ����<

∇2Φ = 4πGρ @)�"A

+ �� �����	
� �� �	4��	
� ���	�
	��<

F̂R = −K∇T @)�(A

����� G �� �� ����
��
� �� *���	
��	
� ��	������< ∇2 �� �� �1������ 7�1���	��� + K �� ��
����
��
� �� ������
	�	��� ���	�
	��< 8�� �� 1���� ����	,	� �� 4���	
� �� �� �1��	��� κ ����>

K =
4ac

3κρ
T 3 @)��A

��



�! ) �����	���� �� ������	
�

�� ��
� �����&�� a �� �� ����
��
� �� ����	��� �� ���	��	
� + c �� �� �����	��� �� �� ���� /��,	 �
�3	�
� �� ���;��� �� �����	���� 8�� 1��1���	���� ��� �31���	���� 1��� P (ρ, T )< S(ρ, T )< εN (ρ, T )
+ κ(ρ, T )�

����������
� �� �	����	��� �� 1�8��B� �� �� 	�
��	�� ��
���� + �� ������	� �� �������	
��
��� �� 
��
�< 1������ ���1���	�� �� 
 ��	�� �� �	����	��� �� @���)��A @∇ · Θ ≈!A + �� 
 ��	��
8�� ���
	��� εN �� �� �����	
� )�� @εV ≈!A�

0	 ����	������� 
��,	 � �� �	�
��� ��
�*���	
��
� + �� ������	� �� ���1�� ��*� 
	���

������ 8�� f = 0� -�;� ��
�� ��1��	�	���� ��� �����	���� @)��A$@)��A �����
��>

∂

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0 @)�.A

ρ

(
∂

∂t
+ v · ∇

)
v = ρf −∇P − ρ∇Φ @)��A

ρT

(
∂

∂t
+ v · ∇

)
S = ρεN −∇ · FR @)��A

�	��
��� 8�� ��� �����	���� @)�"A + @)�(A �� ���&���

∇2Φ = 4πGρ @)��!A

FR = − 4ac

3κρ
T 3∇T @)���A

#�
�� 8�� �� �����	
� @)��A �� �� �1��3	���	
� �� �� �����	
� �� #��	��$0
�M�� 1��� ��
E�	�� �� �	�����< �� ���	�< �� �����	
� �� ������ �� ��� �����	���� ��
��	���� ��
���� ��� �v �
�� �����	��� ��� E�	�� �� ������	� �� �������	
� 1��� �	4�����	���� �� �� �����	��� *������ �u
8�� 1���� 	����	� ���1�� �� �����	��� 
��,����
���

)9��� ����	������� �� ��
��� �� �8�	�	,�	�< 1��� ���� 6;���� v0 = 0 + @∂/∂ 
?!A �� ���
�����	���� @)�.A$@)���A� ��
� �����
� ��>

−∇P0 − ρ0∇Φ0 = 0 @)���A

ρ0εN,0 −∇FR,0 = 0 @)���A

∇2Φ0 = 4πGρ0 @)��"A

FR,0 = −K0∇T @)��(A

����� �� 	��	����� ��� �� ��,&��	�� ! ��� ���	�,�� 4&�	��� �� �8�	�	,�	�� #�
�� 8�� �� �����	
�
@)��"A �� �� ����	�	
� �� �8�	�	,�	� 9	����
5
	���

���� ���	��� ��� �����	���� �� ���	���	
�< ����	������� �� ��
��� �� 1��
��,��� � �� �8�	$
�	,�	� + �� ��1��1������ 1�8��B�� 1��
��,��	����� ���� 8�� ��� 1��
��,��	���� ��� ���9�
������� �� ��*�	
�� 8�� ��� ���	�,��� �� �8�	�	,�	�< 1������ ����	� 8�� ���� �� 
���&� �	����
+ ������
�� ��& 
 ��	��� �� ����� ��+�� � ��� �� ��� 1��
��,��	�����

7�� 1��
��,��	���� �� �	��
� ���
	��� 4&�	�� f �� 1����� �����	,	� ��
��5
	�����
� �� ���
�������> ��� ���	��	���� 7�*���*	���� @δfA � �����	���� @f ′A�

δf(r, t) = f(r, t) − f0(r)
f

′
(r, t) = f(r, t) − f0(r)

@)���A

0	 ��6�	��� ξ = r − r0 ���� �� ���	��	
� 7�*���*	��� �� �� 1��	�	
� �� �� ������
� ��
E�	��< 
������ 8�� �� �����	
� ��
�� ��� ��� 
	1�� �� 1��
��,��	���� ��
5 ����< � 1�	��� �����<
1��>



) �����	���� �� ������	
� ��

δf(r, t) = f
′
(r, t) + ξ · ∇f0(r0) @)��.A

7�� ���	��	���� 7�*���*	��� + �����	��� ��	��	��� 1��� �� ���� �� 1��
��,��� @v0?!A +
��
5� ����� 1��>

v = v
′
= δv =

dξ

dt
@)���A

)9��� 1����������� � �� �	����	���	
� �� ��� �����	���� @)�.A$@)���A� ���� ���� ����	,	��� �
���� ���	�,�� 4&�	�� ���� �� ����� �� �8�	�	,�	� �5� ��� 1�8��B� 1��
��,��	
� �����	����

ρ = ρ0 + ρ
′

Φ = Φ0 + Φ
′

P = P0 + P
′

v = v0 + v
′

@)���A

����1������� ��� �31���	���� @)���A �� ��� �����	���� @)�.A$@)���A< ���1���	���� 
 ��	���
�� ����� ��+�� � 	*��� � ��� �� ��� 1��
��,��	���� + ������ 8�� ��� ���	�,��� �� �8�	�	,�	�
��
	�4���� ��� �����	���� @)���A$@)��(A< �� �
	���>

∂ρ′

∂t
+ ∇ · (ρ0v) = 0 @)��!A

ρ0
∂v

∂t
+ ∇P ′ + ρ0∇Φ′ + ρ′∇Φ0 = 0 @)���A

∇2Φ′ = 4πGρ′ @)���A

F
′
R = −K0∇T ′ −K ′∇T0 @)���A

7�� �����	���� @)��!A$@)���A 4����� �� �	�
��� �� �����	���� �	4�����	���� �	������ �� ���	�����
1���	���� 1��� ��� ���	�,��� 1��
��,���� @ρ′,Φ′<T ′< �
�A + 1��� �� ���
�� �����	��� v = v′ = δv
� �� ���	��	
� 7�*���*	��� ��� ���1�����	��
� ξ� 7�� ���6�	��
�� �� ��
�� �����	���� �	4����$
�	���� 	����+�� �������
� ���
	����� �� �8�	�	,�	�< 8�� ��� 4���	���� ���� �� r +� 8�� ��
����
����	������� 8�� �� ������ �� 1��
��,��� 
	��� �	��
�&� ��4 �	���

ρ0 = ρ0(r), T0 = T0(r), Φ0 = Φ0(r) @)��"A

�� ������
�< 1��� �	�1�	6��� �� ��
��	
�< ��	
	����� ��� ��,&��	��� !�
7�� 1��
��,��	���� � ���	��	���� �����	���� ��� 4���	���� ��� 
	��1� + �� ��� ������������

0	 ���*	��� ����������� ��4 �	��� 1������ ����	,	� ��
�� 4���	���� ����>

f ′ = f ′(r, θ, φ, t)

) 1��
	� �� �8�& �� 1���� 9���� �� 1�	���� ��1����	
� �� ���	�,���� 0�1������ ��� ��1��$
����	� 
��1���� ���	��
��	� �� �� 4���� eiσt< ����� σ �� �� 4�������	� ��*���� �� ���	���	
�< 8��
�� �����	��� ��� �� 4�������	� �&��	�� ν + �� 1��&��� Π �� �� �	*�	��
� ������>

ν =
σ

2π
=

1

Π

)�& 1������ ����	,	� ����8�	�� ���
	��� 4&�	�� �� �� 4����



�� ) �����	���� �� ������	
�

f ′(r, θ, φ, t) = f ′(r, θ, φ)eiσt @)��(A

%���	������� �� �	*�	��
� �����	
� 
�����	�5�	�� @F��� �
 ��� ����A>

ρ′

ρ
=

1

Γ1

P ′

p
−Aξr −∇ad

ρT

p
δS @)���A

�� �� �����	
� @)���A

Γ1 =
(

∂ lnP
∂ lnρ

)
S′

∇ad =
(

∂ lnT
∂ ln P

)
S′ @)��.A

����� �� ��,&��	�� S ′ 	��	�� 8�� ��� ���	����� �� ����	��� � ��
��1&� ����
��
�< ξr �� �� ���1�$
���
� ���	�� �� ξ + A �� �� �	���	�	���
� �� 0�9K�����9	�� 8�� ����
� �� *���� �� ��
�,	�	���
@A < 0A � 	���
�,	�	��� @A > 0A ������
	�� + ��
5 ���� 1��>

A =
d ln ρ

dr
− 1

Γ1

d lnP

dr

F
	�	����� �� ��1������	� ���� �� �� �� @)��(A< �� �����	
� @)���A + �1������ ��� ���
�����	���� @)��!A$@)���A �,
������>

1

ρ

(
∂

∂r
+

ρg

Γ1P

)
P ′ − (

σ2 + gA
)
ξr +

∂Φ′

∂r
= g∇ad

ρT

P
δS @)���A

1

r

∂ (r2ξr)

∂r
+

1

Γ1

d lnP

dr
ξr +

(
ρ

Γ1P
+

∇2
⊥
σ2

)
P ′

ρ
+

1

σ2
∇2

⊥Φ′ = ∇ad
ρT

P
δS @)���A

(
1

r2

∂

∂r
r2 ∂

∂r
+ ∇2

⊥

)
Φ′ − 4πGρ

(
P ′

Γ1P
−Aξr

)
= −4πG∇ad

ρ2T

P
δS @)��!A

iσρTδS = (ρεN )
′ − 1

r2

∂
(
r2F

′
r

)
∂r

+ ∇2
⊥

(
KT

′
)

@)���A

F
′
r = −K∂T

′

∂r
−K

′ dT

dr
@)���A

����� ∇2
⊥ �� �� �1������ �	4�����	���

∇2
⊥ =

1

r2

1

sin2 θ

[
sin θ

∂

∂θ

(
sin

∂

∂r

)
+

∂2

∂φ2

]
@)���A

)8�& F
′
r �� �� ���1����
� ���	�� �� �� ���	��	
� �����	��� �� �� E�;�< F

′
R�

%��� �����
���< ��� �����	���� @)���A$@)���A ��� 	���1���	��
�� ��� 
	��1�� 7�� ���6�	��
��
��1����� �������
� �� �� ���������� ���	�� �< + �� :�	�� �1������ �	4�����	�� ��� ���	�����
���1��
� �� ��� 5�*���� �� ∇2

⊥� ��� �� 
��
�< 1������ 9���� �
�� ��1����	
� �� ���	�,���< �� ���
1��
� ���	�� + �
�� ��*����� 7� ��1������	� �� �� 1��
� ��*���� �� 1���� ��1��	6��� �� 4���	
�
�� ��� ���
�	��� ��4 �	��� Y m

� (θ, φ)� ��
�� 4���	���� ��� ��
�4���	���� ��� �1������ L2 = r2∇2
⊥

��� ��
�������� �(�+ 1)�

L2Y m
� (θ, φ) = l(l + 1)Y m

� (θ, φ) @)��"A

7� 4���� �31�&�	
� �� ��� ���
�	��� ��4 �	��� ��
5 ���� 1��>

Y m
� (θ, φ) = (−1)m+|m|)/2

[
(2�+ 1)

2π

(�−m)!

(�+m)!

]1/2

P
|m|
� (cos θ)eimφ @)��(A



) �����	���� �� ������	
� ��

����� m = −�,−� + 1, ..., �− 1, � + P |m|
� (cos θ) ��� ��� 1��	���	�� �� 7�*������

���1� � �� ��
� ��1����	
� �� ���	�,���< 1��� ��� ����� ��������< ��� 1��
��,��	���� 
����
�� 4����>

f
′
(r, θ, φ) = f(r)Y m

� (θ, φ) @)���A

X �� �31���	
� 1��� �� ���	��	
� 7�*���*	��� ��� ���1�����	��
� ��>

ξ =

[
ξr(r), ξh(r)

∂

∂θ
, ξh(r)

∂

sin θ∂φ

]
Y m

� (θ, φ)eiσt @)��.A

�����

ξh =
1

σ2r

(
P ′

ρ
+ Φ

′
)

@)���A

)���	���� 8�� ��� 1��
��,��	���� �� ��� ���
	����� 4&�	��� 
	���� �� 4���� @)���A< ��� ����$
�	���� @)���A$@)���A �� 
����4����� ��>

1

ρ

dP
′

dr
+

g

ρc2S
P

′
+

(
N2 − σ2

)
ξr +

dΦ
′

dr
= g∇ad

ρT

P
δS @)���A

1

r2

d (r2ξr)

dr
+

1

Γ1

d lnP

dr
ξr +

(
1 − L2

�

σ2

)
P

′

ρc2S
− �(�+ 1)

σ2r2
Φ

′
= ∇ad

ρT

P
δS @)�"!A

1

r2

d

dr

(
r2dΦ

′

dr

)
− �(�+ 1)

r2
Φ

′ − 4πGρ

(
P

′

ρc2S
+
N2

g
xir

)
= −4πG∇ad

ρ2T

P
δS @)�"�A

K
dT

′

dr
= −F ′

r −K
′ dT

dr
@)�"�A

iσρTδS = (ρεN )
′ − 1

r2

r2F
′
r

dr
− �(�+ 1)

r2
KT

′
@)�"�A

�	���� c2S = (Γ1p/ρ)
1/2 �� �����	��� ����� ��� ���	��� N + L� ��� ��� 4�������	�� �� -���
$HR	�R�R

+ 7��,< ���1��
	�����
�< + ��
5� ����� 1��>

N2 = g

(
1

Γ1

d lnP

dr
− d ln ρ

dr

)
= −gA @)�""A

L2
� =

�(�+ 1)

r2
c2S @)�"(A

7�� 4�������	�� �� -���
$HR	�R�R + �� 7��, ���1��� �� ��� 4�������
�� �� �� 
���&� ��
1�����	���� ��
������ ��$���	����� �� 1��
	�����< �� 4�������	� �� -���
$HR	�R�R ��6�� ��� ���$
��
�&�
	��� *��,���� ��� ��1��
�� �� ����� g�

7�� �����	���� @)���A$@)�"�A 
	���� ���� �����	
� �� 1��
� ��� ��1������	� ���	�� �� ���
1��
��,��	����< �� ���	�< p

′
(r),Φ

′
(r), T

′
(r)< �
�< 1��� ���	���	���� ��$���	���� �	������ + ��$

��	�,5
	����
%���	������� �9��� �� �1��3	���	
� ��	�,5
	��� ���� ���� ��1������ 8�� �� 9�+ 	�
�����$

,	� �� ����� ��
�� ��� ������
�� ��� E�	�� �� ���	���� ��
� ����	�	
� �� ���1�� 1�	��	1�����
�
�� ��� ����� 	�
����� �� �� ��
�����< 1��� �� �� 9��� �� ��� ��*	���� 1�
3	��� � �� ��1��6�	��
7� ����	�	
� �� ���	���	���� ��	�,5
	��� �� �8�	�����
� � ���	� 8�� �� ��
��1&� ��1��&6�� ��
��������< 
�� 8��

δS = 0 @)�"�A

) 1��
	� �� ��
� ����	�	
� �� �����	
� 
�����	�5�	�� @)���A 
��� �� �	*�	��
� 4���� �	�1�	6$
����>



�" ) �����	���� �� ������	
�

ρ
′
=
P

′

c2S
+
ξrρN

2

g
@)�".A

8�� �31���� �� 1��
��,��	
� �� �� ����	��� �� 4���	
� �� �� 1��
��,��	
� �� �� 1���	
��
/������ �� ����
� �� �����	
� @)�".A< ��� �����	���� ,5�	��� @)���A$@)�"�A �� ������� �>

1

r2

d (r2ξr)

dr
− g

c2S
ξr +

(
1 − L2

�

σ2

)
P

′

ρc2S
=
�(�+ 1)

σ2r2
Φ

′
@)�"�A

1

ρ

dP
′

dr
+

g

ρc2S
P

′
+

(
N2 − σ2

)
ξr = −dΦ

′

dr
@)�"�A

1

r2

d

dr

(
r2dΦ

′

dr

)
− �(�+ 1)

r2
Φ

′
= 4πGρ

(
P

′

ρc2S
+
N2

g
ξr

)
@)�(!A

7�� �����	���� @)�"�A$@)�(!A ��� ��� ����	�	���� �� ���
���� �1��1	���� �� �� ���
�� @r?!A
+ �� �� ��1��6�	� �� �� ��
����� @r = R 
 P = 0A< ����
	
�+�� �� 1��,���� �� ��
�������� @σ2A�
����� ��� �����	���� ��
5� ����� 1�� ��� ����� �������� �� ���	���	
�� ������� ��� 
��,	 �
8�� ��
�� �����	���� ��� 	��1���	��
�� ��� �:���� ��	��
�� m + ����
���< 1�� ����	*�	��
�<
��� ��*������	
� ��� ����� 2�+1 �� ��� ��
��������� ��
� ��*������	
� �� ���1�< 1�� �;��1��<
1��� �	�
���� ��
��
�� � 8�� 1����� �� ���1� ��*� 
	���

7�� �����	���� @)�"�A$@)�(!A �1�	����� � ������� ��
������ *�������� ��,�� ���������� ��
4���� ��� �	��� ���� ����	��� �� ��5�	�	� ��� �	�� ��� �	�
��� 1���
����< �� �������	� ����	,	� ��
�	�
��� �� �����	���� �� 4���� ��	����	����< 1��� �� ���� ��,���� ��6�	� 
��,	 � ��� ���	�,���
��� 1��,���� �� �� 4���� ��	����	����� 7�� ������ ���	�,��� ��	����	������ �� ��6��� ����>

y1 = ξr

r
y2 = 1

gr

(
P

′

ρ

)
y3 = Φ

′

gr
y4 = 1

g
dΦ

′

dr
ω2 = R3∗

GM∗σ
2

@)�(�A

1�� �� 
��
�< ��� 	��
*�	
�� ��� 1��,���� �� 1����� �31����� �� 4���	
� �� ��� ���	�,��� ��	$
����	������ �� �� �	*�	��
� ������>

ξr = ry1 P
′
= ρgr (y2 − y1)

Φ
′
= gry3

dΦ
′

dr
= gy4 σ2 = GM∗

R3∗
ω2 @)�(�A

0��
	
�+���� ��� �31���	���� @)�(�A �� ��� �����	���� @)�"�A$@)�(!A �,
������ �� �	�
���
�� �����	���� ��	����	������ ���� 1��>

x
dy1

dr
=

(
V

′
g 3

)
y1 +

[
�(�+ 1)

C1ω2
− Vg

]
y2 + Vgy3 @)�(�A

x
dy2

dr
=

(
C1ω

2 −A∗) + (A∗ − U + 1) y2 − A∗y3 @)�("A

x
dy3

dr
= (1 − U) y3 + y4 @)�((A

x
dy4

dr
= UA∗y1 + UVgy2 + [�(�+ 1) − UV g] y3 − Uy4 @)�(�A

�����



) �����	���� �� ������	
� �(

Vg =
V

Γ1
= − 1

Γ1

d ln p

d ln r
=
gr

c2S
=
grρ

Γ1p
@)�(.A

U =
d lnMr

d ln r
=

4πρr3

Mr
@)�(�A

C1 =

(
r

R∗

)3
M∗
Mr

@)�(�A

A∗ = −rA =
r

g
N2 = r

(
1

Γ1

d ln p

dr
− d ln ρ

dr

)
@)��!A

7� ���	�,�� ��	����	���� x �� �� ���������� ���	�� ��������� ��� �� ���	� ��
���� @x = r/R∗A<
Mr �� �� ���� ���
��	�� �� ��� ��4��� �� ���	� �< + M∗ �� �� ���� 
�
�� �� �� ��
������



Apéndice B
���	������ �� ���
����� � ���������	 ����
	�

�� ��
� �1 ��	�� ����	������� ��� ,���� 	�
������	
� �� �� 
���&� �� ��
���
��� + ������	
�
��
���� 1��� �� ������ ��� �	��
�&� ��4 �	��< ;��
� ��� �� ������	
� �� �� ���1��	�	
� 8�&�	���

0	 ����	������� ���� ���	�,�� @7�*���*	���A 	���1���	��
� � �� ���� 	�
���� m< ��� ����$
�	���� �� ��
���
��� + ������	
� ��
���� ��� @C	11��9�9� P Q�	*��
 ���!A>

∂r

∂m
=

1

4πr2ρ
@-��A

∂P

∂m
= − Gm

4πr4
− 1

4πr2

∂2r

∂t2
@-��A

∂l

∂m
= εn − εν − cP

∂T

∂t
+
δ

ρ

∂P

∂t
@-��A

∂T

∂m
= − GmT

4πr4P
∇ @-�"A

����� t �� �� 
	��1� < r(m, t) �� �� �	�
���	� ���	�� �� ���
�� �� �� ��
����� < l(m, t) �� ��
���	���	���< P (m, t) �� 1���	
�< ρ �� ����	��� �� ����< εn �� �	,����	
� �� ����*&� ������� 1��
��	��� �� ���� + �� 
	��1�< εν �� 1 ��	�� �� ����*&� 1�� ��	�	
� �� ���
�	��� 1�� ��	��� ��
���� + �� 
	��1�< cP �� ����� ��1��&6�� � 1���	
� ����
��
�< G �� �� ����
��
� �� *���	
��	
�
��	������< c �� �����	��� �� �� ��� �� �� ���&� + a �� ����
��
� �� ����	��� �� ���	��	
�� )���5�
δ ≡ −(∂ ln ρ/∂ lnT )P + ∇ ≡ d lnT/d lnP �� �� *���	��
� �� 
��1���
��� ��	����	�����

7� �����	
� @-��A ������1���� � �� �����	
� �� ���������	
� �� �� ����< �� �����	
� @-��A
�� �� �����	
� �� ����� �� �	��
�&� ��4 �	�� ����	
� �� 4���	
� �� �� ���	�,��� ���� m + t
���� ���	�,��� 	���1���	��
��< �� �����	
� @-��A �����1���� � �� �����	
� �� ���������	
� ��
�� ����*&� + �� �����	
� @-�"A ��
5 �����	����� ��� �� 
����1��
� �� �� ����*&� +� 8��  �
�
��
���	�� �� ����� �� ∇� 0	 �� 
����1��
� �� ����*&� �� ��,	�� � �� ���	��	
�< ∇ �� ����1����
1�� �� *���	��
� ���	�
	��>

∇rad =
3

16πacG

κlP

mT 4
, @-�(A

����� κ �� �� �1��	��� ���	�
	�� +U� ������
	��� ��� �
�� ����< �	 �� 
����1��
� �� �� ����*&� ��
�
���� 1�� ���	� �� 4��
����� �� �������	
�< ��
����� �� ����� �� ∇ @�� �31���	
� 4���	����A
��1���� �� �� 
���&� �� �������	
� �
	�	�����

�� �� �����	
� @-��A �� ��*���� 
 ��	�� ��� �	��,�� �����9� �� 1��1���	���� � �� ��������	
�
��� ������
� �� ���� ����	������ + ���� �� �	*�	6��
	�� ������ �� ��
����� �� ������
�� ��
�8�	�	,�	� 9	����
5
	��� 0	� ��,��*�< ��
� 1�8��B�� ����	��	���� ��� �8�	�	,�	� 9	����
5
	�� ��
��
����� �� ���;��
� 1��� ���
�,����� �� �8�	�	,�	� �� ��� ������ 
��1���� ��� ����� �� τhid �(

R3

GM

)1/2

� ���� �� 0�� ��
� ������ 
��1���� �� ��� ����� �� ������� �� �	��
��< �	��
��� 8��

1��� ������ ,������ �� ��� ����� �� ��*������ �� ����8�	��� �� ��
�� �����< + �� 
���� ���

��



- �����	���� �� ������	
� + ��
���
��� ��
���� �.

����� 
��
���� �� ��
� 
��	�< τhid �����
� ���9� ����� 8�� ��� ������� 
��1������ �� ��� ������
�� 1������� ��� ���,	�� �� �� ��
���
��� �� �� ��
������ ��
� 1���	
� ���1���	�� �� 
 ��	�� ��
��������	
� �� �� �����	
� @-��A 8�� 
��� �� �	*�	��
� 4����>

∂P

∂m
= − Gm

4πr4
@-��A

F�� ���
	��� 4�������
�� �� ∇< ���
��	�� �� �� �����	
� @-�"A< 8�� ��
���	�� �� ��
��
	6$
���	
� �� �� 	��
����� ���
�� �� �� ��
������ 0	 �� 
����1��
� �� ����*&� �� 1������ 1�� ���	��	
�
� �������	
�< ��
���� ∇ �� ����1���� 1�� �� *���	��
� ���	�
	�� ∇rad ��6�	�� ����>

∇rad =
3

16πacG

κlP

mr4
@-�.A

����� κ �� �� �1��	��� ���	
	�� +U� ������
	��� 0	 �� 
����1��
� �� ����*&� �� ����	�� 1��
�������	
�< ∇ �� ��,� �,
���� ���	��
� 
���&�� �� �������	
� �1��1	����� ���� ��� ��*	����
�5� 	�
����� �� �� ��
�����< �� �������	
�< �	 �� 1�����
�< �� 1�5�
	�����
� ��	�,5
	��< �� 4����

�� 8�� ∇ = ∇ad �� �� ��+ ,��� *���� �� �1��3	���	
��

�� �������< �� ���;��
� �� �����	���� 8�� ��
���	�� �� ��
���
��� + ������	
� ��
����
��1������ �� ��� �5������ ����	����� ���>

∂r

∂m
=

1

4πr2ρ
@-��A

∂P

∂m
= −GM

4πr4
@-��A

∂l

∂m
= εn − εν − cP

∂T

∂t
+
δ

ρ

∂P

∂t
@-��!A

∂T

∂m
= − GmT

4πr4P
∇ @-���A

���� ���1��
�� �� �����	1�	
� �� �������	� ������� ��� �����	���� 8�� ���
����� ��� ���,	��
�� �� ���1��	�	
� 8�&�	���

0�� ni �� �:���� �� 1��
&����� 1�� ��	��� �� ������� �� �� ��1��	� 8�&�	�� i� ��
�����< ��
���,	� �� �� ���1��	�	
� 8�&�	�� �� �� ���� ������
� �� ���� ��
5 �����	
� 1��>

∂ni

∂t
=

(
∂ni

∂t

)
nuc

+

(
∂ni

∂t

)
mix

i = 1, ......, I @-���A

����� �� ��&��	�� NnucO 	��	�� �� ���,	� 1�����	�� 1�� �����	���� ��������� + �� ��&��	�� NmixO
	��	�� �� ���,	� ��,	�� � ��� �	4����
�� �����	���� �� ������< ���� �������	
�< �	4��	
� �	$
�����
1	�� � 	���
�,	�	��� �� ��+��	*9$/�+���� ��� ���� ��1��	� 8�&�	�� �� �,������	� �	*�	$
6��
	�� 9�+ ��� �����	
� �� �� 4���� @-���A� ��� �� 
��
�< �� �,
	��� �� �	�
��� �� I �����	����
�	4�����	���� ���1�����< ����� I �� �� �:���� �� ��1��	�� ��������� 1�����
���

%���	������� �� 
 ��	�� ��,	�� � ��� �����	���� ���������� F�� ���� ��1��	� ������� ��
1���� ����� � ���
��	� � 
��� � �� ��������� �����	���� ��������� ��� �
��� ��1��	��� 0	 ��
����
��� 〈vσ〉ij � �� 
��� �� �����	���� ��������� 1�� ���� 1�� �� 1��
&����� ��
�� ��� ��1��	�� i + j<
+ ��� 〈vσ〉kl � �� ������1���	��
� � ��� �����	���� ��
�� 1��
&����� k + l 8�� *������ 1��
&�����
i< 
������

(
∂ni

∂t

)
nuc

= −
∑

j

〈vσ〉ij ninj +
∑
k,l

〈vσ〉kl nknl @-���A

7� 1�	���� ����
��	� ��1�����
� �� �:���� �� �����	���� ��������� 8�� ���
��+�� 1��
&�����
�� �� ��1��	� i< �	��
��� 8�� �� ��*���� ��1�����
� �� �:���� �� �����	���� 8�� ����� 1��
&�����



�� - �����	���� �� ������	
� + ��
���
��� ��
����

�� �	�9� ��1��	�� ��� �� 
��
� �� �����	
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� �� ,������� %�,� �������
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&������ 0	� ��,��*�< ���� 8��
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���� 
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���� ��� ��� ��1�����
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� ��8���5
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,	���	��� ���� �5� ��
����� �� �����	���� ������
�� )���

 @����A�

�� ��*���� 
 ��	�� �� �� �����	
� @-���A ��1�����
� ��� ��1�	� ���	���� �� 1������� ��
������ ���� +� ����	������� �� �5� �����	�� �� ��
�� 1������� �� �� �� �������	
�� 0	�
��,��*�< 1������ ��
�� 8�� ��� �	4����
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�&� ��4 �	��< 1������ ����	,	�
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∂ni
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=

1
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∂

∂r
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r2Dmix

∂ni

∂r
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����� Dmix �� �� ���6�	��
� �� �	4��	
� ��
���	���� 1�� �� �����	��� �� ������ ����	�������
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������ �1���� �	���
5������
� ��� �4��
�� 1����� ������� �	���
����
� ��6�	���� Dmix =∑

procDproc� 7� �����	
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∑
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∂ni
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� ��
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