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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Objetivos y motivacién

Desde hace algunos anos, en nuestro Observatorio se ha comenzado el estudio de las
pulsaciones estelares en estrellas enanas blancas. Hasta ahora, todos los calculos han sido
realizados dentro de la aproximacién adiabatica (Cérsico, A.H. 1998, 2003).

En esta Tesis nos proponemos generalizar el cdédigo de pulsaciones adiabaticas no-
radiales desarrollado por Cérsico, A. H.(1998), relajando la condicién de adiabaticidad, de
manera que permita calcular pulsaciones no-radiales, no-adiabaticas de estrellas pre-enanas
blancas y enanas blancas. La importancia de relajar la condicion de adiabaticidad se debe
a que esta aproximacion, si bien es 1util para predecir con gran exactitud el valor de los
periodos de oscilacién de un dado modelo estelar, no proporciona informacion acerca de
cudles, de los infinitos modos posibles que conforman el espectro de pulsacion, pueden llegar
a alcanzar amplitudes lo suficientemente grandes como para ser observados en estrellas
reales. Y esto es lo que pretendemos analizar aqui.

Luego de la generalizacién, nos proponemos poner a prueba el cédigo numérico y estudi-
ar la estabilildad pulsacional de las estrellas pre-enanas blancas de tipo espectral PG1159
(80000 < Ty < 180000K) comparando nuestros resultados con los obtenidos por otros
investigadores.

Para cumplir con este objetivo, ademas de un programa numérico que calcule de man-
era eficiente los modos de pulsacion, es fundamental contar con las herramientas necesarias
para elaborar modelos muy detallados de las configuraciones en equilibrio de las estrellas
bajo estudio, un punto de crucial importancia en el estudio de estrellas pulsantes. Afor-
tunadamente disponemos de modelos estelares detallados proporcionados por el Grupo de
Evolucién Estelar y Pulsaciones de nuestro Observatorio, que desde hace mas de una déca-
da esta abocado al estudio de la evolucién de estrellas enanas blancas, principalmente a
través del empleo de codigos numéricos de evolucién estelar elaborados en forma indepen-
diente de otros grupos de investigacién. En los ultimos anos se ha incorporado, ademas, el
modelado de las etapas evolutivas que llevan a la formacién de enanas blancas y, a través



del mencionado cddigo adiabdtico de pulsaciones, el estudio de las propiedades oscilatorias?
de este tipo de estrellas.

Es importante destacar aqui la gran importancia de estudiar la estructura y evolucion
de estrellas enanas blancas. En primer lugar, estas estrellas constituyen la etapa final mas
comun en la evolucién estelar, y ésto las provee de un atractivo intrinseco a los ojos de los
investigadores, dado que poseen en su interior un registro de los procesos que experimentan
los progenitores de dichas estrellas durante las etapas evolutivas previas. En segundo lugar,
un conocimiento mas profundo de las propiedades de estas estrellas es deseable para explo-
rar el comportamiento de la materia en condiciones extremas de densidad y temperatura
(las cuales no pueden ser obtenidas en laboratorios terrestres).

Existen atractivos adicionales, en un contexto astrofisico mas general, como por ejemplo
la posibilidad de estimar la edad del disco galactico local. En efecto, la velocidad de en-
friamiento de una enana blanca depende de la composicién quimica de su ntcleo. Conocer
esta tasa de enfriamiento implica, en principio, conocer sus edades. Si tenemos en cuenta
que las enanas blancas mas frias son los objetos mas antiguos de la Galaxia, entonces sus
edades nos informan, en principio, acerca del instante de formacion de la primer generacion
de estrellas en la Via Lactea. Asi, el estudio de las enanas blancas nos permite estimar, en
forma indirecta, la edad del disco galactico local.

1.2. Conceptos basicos de pulsaciones estelares

Muchas estrellas experimentan variaciones periddicas en sus brillos en ciertas etapas
de su vida, modificando asi sus volumenes y sus principales caracteristicas. En muchos
casos, dicha variabilidad es una manifestacién de la pulsacion estelar, por medio de la
cual el gas de la estrella experimenta un desplazamiento oscilatorio con alguna frecuencia
particular. Dicho desplazamiento provoca la compresién y expansion del gas, lo cual genera
perturbaciones en la temperatura. Son estas perturbaciones de temperatura junto con las
variaciones del radio estelar las que conducen a la variabilidad peridédica observada en el
brillo de las estrellas variables.

Las inestabilidades pulsacionales se encuentran en muchas fases de la evolucién estelar,
para un amplio rango de masas estelares. Debido a que las pulsaciones estelares son auto-
oscilaciones de las estrellas, las frecuencias de pulsacion contienen informacién acerca de la
estructura interna de las mismas. Asi, el andlisis de tales inestabilidades nos proporciona
una oportunidad tnica e inigualable de estudiar la constitucién interna y los estados evo-
lutivos de este tipo de objetos, informaciéon imposible de obtener a través de las técnicas
astrofisicas tradicionales (fotometria, espectroscopia), las cuales brindan informacién sélo
de la parte externa de la estrella.

Aunque hasta el momento existen varios cdlculos no-lineales, la mayor parte del progreso
en nuestro entendimiento acerca de las oscilaciones estelares se hizo suponiendo que las
amplitudes de oscilacion son pequenas y por lo tanto se trabajo con la aproximacién lineal,
simplificando en gran medida los célculos matematicos. Lo més importante es que, en la

LTAqui v a lo largo de toda la Tesis se utilizaran los términos pulsaciones y oscilaciones indistintamente.



mayoria de los casos, las predicciones de la teoria lineal estan en un muy buen acuerdo con
las observaciones.

Las frecuencias naturales en las que puede oscilar una estrella son llamadas autofre-
cuencias (o), ya que la descripcién matemaética de las pulsaciones estelares nos conduce a
un problema de autovalores con dependencia temporal e?.

Por otro lado, si en el modelo tedrico las oscilaciones se asumen adiabaticas, es decir, se
supone que no existen ganancias ni pérdidas de calor neto debido a las oscilaciones de los
elementos de masa, las pulsaciones mantendran siempre la misma amplitud, es decir seran
estrictamente periddicas. Esto, en términos matematicos, significa que las autofunciones
y autofrecuencias son cantidades reales. Sin embargo, las oscilaciones en estrellas reales
son inevitablemente no-adiabaticas, es decir los elementos de masa intercambian cierta
cantidad de calor al oscilar. Como consecuencia de ello, en estos casos, existe un lento
cambio en la amplitud pulsacional (crecimiento o decrecimiento). Esto significa que las
autofunciones y autofrecuencias no son reales sino complejas en la descripcién matematica
de las oscilaciones no-adiabéticas lineales.

Existen dos tipos de pulsaciones: radiales y no-radiales. El caso mas simple de oscilacion
es el de las pulsaciones radiales, a raiz de las cuales una estrella se expande y contrae
manteniendo siempre su forma esférica. Las ondas involucradas en estos modos radiales
son esencialmente ondas estacionarias, con un nodo en el centro de la estrella, donde el
gas no se mueve, y un antinodo en la superficie. Los modos normales estan caracterizados
por el nimero de nodos k en la componente radial del desplazamiento. El valor k es
comunmente llamado orden radial de la pulsacion, mientras que la frecuencia angular del
modo fundamental y de los k-ésimos arménicos son usualmente denotadas con oy y o,
respectivamente.

A diferencia de las pulsaciones radiales, en el caso de las oscilaciones no-radiales la
simetria esférica de la estrella no se conserva al oscilar y la direccién del desplazamiento
ahora depende de las coordenadas angulares del elemento de masa, con lo cual, éste no
solo oscila en forma radial, sino que al mismo tiempo oscila horizontalmente. Este tipo de
oscilacion es el mas general y sera nuestro objeto de estudio pues es el responsable de la
variabilidad de estrellas enanas blancas y pre-enanas blancas. Los modos normales estan
caracterizados por autofunciones que son proporcionales a los armonicos esféricos Y, (6, )
(Ver Capitulo 2). Necesitamos ahora 3 nimeros para caracterizar los modos normales de
pulsacién: el orden radial k, el grado arménico ¢ y el orden acimutal m. El orden radial,
en este caso, no siempre es exactamente igual al nimero de nodos de la componente radial
del vector desplazamiento, aunque dicha correspondencia se dé en la mayoria de los casos.
El grado armonico ¢ es un niimero entero positivo, y representa el nimero de contornos en
que se divide la superficie estelar al oscilar. El orden acimutal m es un nimero entero que
puede tomar los valores 0, £1,42.... & ¢, que se corresponden con el ntimero de raices de
cos(mep) = 0, en la regién 0 < ¢ < 7. En este tipo de oscilaciones encontramos que dado
un modo normal, tendremos ¢ lineas nodales ? sobre la superficie, de las cuales |m/| lineas
son perpendiculares al ecuador de la estrella (# = 90) y ¢ — |m| paralelas al mismo. Los

2Las lineas nodales son aquellas en las cuales no hay movimiento.



modos de pulsaciéon con ¢ = |m| se llaman modos sectoriales para los cuales todas la
lineas nodales son lineas de longitud; aquellos con m = 0 se llaman modos zonales, para
los cuales las lineas nodales son lineas de latitud; y aquellos modos que tengan 0 # |m| # ¢
son modos teserales, y sus lineas nodales son de latitud y longitud.

Podemos notar aqui que las pulsaciones no-radiales son el caso mas general de oscila-
ciones estelares, ya que las pulsaciones radiales pueden considerarse como un caso especial
dentro de éstas, que se da cuando el grado arménico ¢ es igual a 0. Los casos particu-
lares de armonicos ¢ = 1 y £ = 2 se llaman modos dipolares y modos cuadrupolares,
respectivamente.

En el caso general de pulsaciones no-radiales, la frecuencia de oscilacién o depende de
k, ¢ y m, pero como veremos en el Capitulo 2, bajo ciertas restricciones, los modos con
igual ¢ y k pueden llegar a tener la misma frecuencia pulsacional, independientemente del
valor de m. Las oscilaciones de este tipo se llaman degeneradas.

La caracteristica fisica principal que diferencia las pulsaciones radiales y las pulsaciones
no-radiales es que en el tdltimo caso, no sélo la presion sino la gravedad puede actuar
(a través de la flotacién o “buoyancy”) como fuerza restitutiva de las oscilaciones. Esta
diferencia conduce a que exista una mayor riqueza de modos en las pulsaciones no-radiales
en comparacion con las radiales, ya que mientras las oscilaciones radiales tienen un sélo
espectro de modos de presién, las oscilaciones no-radiales muestran ademads un espectro
de modos de gravedad. Estos dos tipos de modos se llaman, respectivamente, modos p y
modos g.

1.2.1. Caracteristicas principales de los modos p y ¢

Hablaremos aqui acerca de las caracteristicas principales de los dos tipos de modos que
pueden existir en una oscilaciéon no-radial, los modos p y los modos g, y que definen una
familia de modos llamados modos esferoidales 3.

Como ya dijimos, la fuerza restauradora de los modos p es la fuerza de presién prove-
niente de la compresibilidad del gas, como en el caso de las pulsaciones radiales. Asi, los
modos p son el analogo no-radial de los modos radiales, y por lo tanto, son ondas de sonido
afectadas por el campo gravitatorio de la estrella. Estos modos se designan usualmente
pi siendo k el orden radial. El modo p; es considerado como el andlogo no-radial de un
modo radial de orden k£ — 1. Por otro lado, la fuerza restauradora para los modos g es la
fuerza de gravedad que actia a través de la flotacion, y trabaja sélo para perturbaciones
sin simetria esférica, por lo tanto no encontramos analogia en los modos radiales. En este
caso, los elementos de masa oscilan predominantemente en forma horizontal. De manera
similar que para los modos p, los modos ¢ se designan con g, donde k es el orden radial.
Los modos g son dindmicamente estables (62 > 0) y por lo tanto oscilatorios sélo en las
zonas radiativas y en las regiones mas externas de la estrella.

3En presencia de rotacién aparece otra clase de modos, llamados modos Rossby o modos-r. Estos
modos pertenecen a la familia de modos toroidales. En ausencia de rotacién, los modos-r consisten en un
movimiento horizontal con frecuencia cero.



Como sabemos, las oscilaciones globales de una estrella tienen un espectro discreto de
frecuencias. Las frecuencias [periodos] de los modos p crecen [decrecen]| a medida que el
nimero de nodos, o sea el orden radial, crece; mientras que las frecuencias [periodos| de
los modos g son menores [mayores| a medida que el niimero de nodos crece.

Para estrellas de secuencia principal, la zona en la cual se propagan los modos p (de-
nominada P) se encuentra en la envoltura, donde la amplitud de oscilacién es grande,
mientras que la zona de propagacién de los modos ¢ (llamada () se encuentra en el niicleo.
Sin embargo, en el caso de enanas blancas, la ubicacion de las zonas de propagacién de
los diferentes modos es completamente opuesta a lo que acabamos de mencionar y, por lo
tanto, los roles de los modos p y ¢ son intercambiados.

Un aspecto importante con respecto a los modos no-radiales es que tanto los modos
p como los modos g son soluciones del mismo conjunto de ecuaciones. La transiciéon de
bajas a altas frecuencias nos indica que el movimiento de los elementos de masa cambia
progresivamente de movimiento horizontal a movimiento puramente radial. Es més, un
modo puede tener caracteristicas tanto de modo p como de modo g. Tales modos son
usualmente designados como modos mixtos y pueden aparecer en modelos estelares con
alta concentraciéon de masa en el nicleo.

Entre el orden radial més bajo de los modos g y p, para un dado grado arménico £ mayor
que 1, existe un modo fundamental llamado modo f, cuya autofrecuencia es intermedia
entre las de modos p y modos g y cuya autofuncion no tiene nodos en la direccién radial.
Como este modo fundamental sélo existe para ¢ > 1 no tiene analogo radial y puede ser
considerado como un modo p o un modo ¢ sin nodos, es decir modo pg 0 modo gg. En
la Figura 1.1 podemos observar los diferentes tipos de modos para el caso de pulsaciones
adiabaticas de una politropa de indice 3. Ellos se encuentran indicados como py , f y s,
siendo k el orden radial. Podemos notar que hay dos secuencias de autovalores. Una de
ellas tiende a infinito a medida que k crece, para un dado ¢ (modos p) y la otra tiende a
cero en estas mismas circunstancias (modos g). También podemos observar que para un
dado k, la frecuencia crece a medida que ¢ lo hace y que los modos f sélo existen para
¢ > 1. Es importante destacar que el modo f puede adquirir nodos en el caso de modelos
estelares con muy alta densidad central.

Debido a que los espectros de modos g y modos p muestran infinitos modos normales
correspondientes a los diferentes valores de k y £, podrian encontrarse autofrecuencias no-
radiales en todo el espectro de frecuencias. Sin embargo no todas ellas estan necesariamente
excitadas. Para que un modo sea excitado debe operar algiin mecanismo de excitacion en
la regién donde la amplitud de las autofunciones es relativamente grande (ver Capitulo 3).

1.2.2. Frecuencias caracteristicas de oscilacion

Las caracteristicas cualitativas de las oscilaciones no-radiales, y por lo tanto la clasifi-
cacion de los diferentes modos, pueden entenderse mejor si hacemos un tratamiento local,
donde los coeficientes de las ecuaciones pertinentes (Ver Capitulo 2), son constantes. En
esta aproximacion obtenemos la siguiente relacion de dispersion:
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Figura 1.1: El cuadrado de la frecuencia adimensional w?(= %+-) en funcién del grado arménico ¢ para
pulsaciones adiabéticas de una politropa de indice N=3. Las pulsaciones radiales corresponden a ¢ = 0.
Se encuentran indicados los diferentes modos de pulsacion: pg , f v g, siendo k el orden radial. Podemos
notar que hay dos secuencias de autovalores. Una de ellas tiende a infinito a medida que k crece, para un
dado £ (modos p) y la otra tiende a cero en estas mismas circunstancias (modos g). También podemos
observar que para un dado k, la frecuencia crece a medida que £ lo hace. (Figura adaptada de Unno et al.,
1989).

kz _ (U2_L§)(U2_N2) (11)

o2c?

que relaciona el nimero de onda radial k, con la frecuencia o.

Podemos notar aqui la aparicion de dos frecuencias: L, y N, que caracterizan las
propiedades vibracionales locales y son las llamadas frecuencia de Lamb y frecuencia de
Brunt-Viisala, respectivamente. Se encuentran definidas de la siguiente manera:

0 +1)
7:2

1 dnP dlnp)_ (—g dlnp)

L; c? = (kpes)? (1.2)

s

I, dr dr 2 dr

donde ¢, es la velocidad del sonido local, definida como ¢ = T'1P/p , g es la aceleracién
gravitatoria local (g = GM,/r?) y k;, esté relacionado con la longitud de onda horizontal.
La primera de éstas dos frecuencias caracteriza las propiedades de las ondas de sonido.
En efecto, una onda de sonido recorre una longitud de onda A, = 27 horizontalmente en
un periodo P = %” Por otro lado, la frecuencia de Brunt-Vaiséla se corresponde con la
frecuencia en que una burbuja de gas puede oscilar verticalmente alrededor de su posicién

N2=—gA=yg ( (1.3)



de equilibrio, bajo la accién de la gravedad. Asi, la frecuencia de Brunt-Vaiséla caracteriza
las propiedades de las ondas de gravedad.

La relacion de dispersiéon muestra que, como ya sabiamos, hay dos tipos de oscilaciones
posibles: modos p, los cuales se propagan como ondas cuando ¢ > L?, N? ; y modos ¢, los
cuales se propagan cuando o2 < L?, N2. En ambos casos, k, es real y la oscilacién se propaga
en direccién radial. Por otro lado, en las regiones donde N? > 02 > L2 § L7 > 0% > N? el
numero de onda k, es puramente imaginario, la autofuncion no muestra oscilacién espacial
y la amplitud se oscilacién decae exponencialmente con la distancia, siendo ésta una onda
evanescente. Luego, la naturaleza fisica de un modo y su zona de propagacién estaran
determinadas por el valor de su propia autofrecuencia en relacién a las frecuencias criticas
N y Lg.

Como ya dijimos, la frecuencia de Brunt-Véisala define las caracteristicas globales del
espectro de modos ¢, que son los que mas nos interesan. En el caso de pulsaciones de enanas
blancas, el computo de esta cantidad requiere un tratamiento numérico especial, sobre todo
en las regiones centrales, altamente degeneradas, de estas estrellas (Ver Capitulo 4).

Luego, tendremos que el interior estelar queda dividido en zonas de propagaciéon y en
zonas evanescentes.

1.2.3. Atrapamiento de modos

Los modos p y los modos g, responsables de las oscilaciones no-radiales, se propagan
en la direccion radial sélo en regiones restringidas dependiendo de las propiedades de las
ondas. Cada modo de oscilacién posee una zona de propagacién o cavidad principal donde
estd confinada la mayor parte de la energia de oscilacion. Los modos que se propagan se
tornan ondas estacionarias sélo si poseen frecuencias para las cuales las ondas son reflejadas
en los bordes de las cavidades resonantes de tal manera que retornan exactamente en fase
con ellas mismas. Dicho de otro manera, las oscilaciones quedan atrapadas en una regién
de propagacién, hecho conocido en la literatura como mode trapping. El atrapamiento de
modos en regiones P o G es un fenémeno general que se da en todas las estrellas pulsantes,
y por lo tanto es de fundamental importancia en la teoria de oscilaciones no-radiales.
En estrellas enanas blancas y pre-enanas blancas pulsantes se produce otro fenémeno de
mode trapping, debido a la presencia de gradientes de composiciéon quimica. Para mas
detalles, ver Cdrsico, A.H (2002) y Cérsico & Althaus (2006), los cuales han realizado
un estudio detallado de las propiedades y caracteristicas del atrapamiento de modos en
estrellas PG1159 pulsantes.

Para visualizar la condicion de atrapamiento de modos en modelos estelares reales, se
construye un diagrama en el cual L? y N? son graficadas como funciones de la coordenada
radial r. Dichos diagramas se llaman diagramas de propagacion (Ver Unno et al. 1989 ;
Cox 1980). Los nodos para los modos p y los modos g aparecen, respectivamente en las
zonas de propagacion de tipo P y de tipo G, donde k, > 0. A partir de los diagramas de
propagacion se puede visualizar que el comportamiento de L? no difiere cualitativamente
para distintos tipos de estrellas, siendo muy grande su valor en » = 0 y decreciente en
forma mondtona a medida que r crece. Por el contrario, el comportamiento de N? cambia



sensiblemente con la evolucion estelar.

Por ejemplo, el diagrama de propagacion de una enana blanca esté caracterizado por
valores muy bajos de la frecuencia de Brunt-Viisaléa en su nicleo, debido a la fuerte degen-
eracién electréonica que es responsable de los largos periodos de los modos g de este tipo
de estrellas. Luego, N crece drasticamente en la envoltura radiativa no-degenerada. Con-
secuentemente, los modos g no-radiales estdn selectivamente atrapados en las envolturas
quimicamente estratificadas de este tipo de estrellas. Por el contrario, los modos p estan
atrapados en las regiones del ntucleo. Esto puede observarse en la Figura 1.2.

n3

10 T
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T T
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(Frequency )Esec '
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log (1-2)

Figura 1.2: Diagrama de propagacién para una enana blanca de 1 Mg, conlog(L/Lg) = —4,2 y log(Teg) =
3,83 en el caso de £ = 2, donde el centro estelar estd ubicado en el origen (a la derecha) del eje horizontal.
Como se observa, el diagrama esté caracterizado por valores muy bajos de la frecuencia de Brunt-Véisila en
el nucleo estelar, debido a la fuerte degeneracién electrénica que es responsable de los largos periodos de los
modos g de este tipo de estrellas. Luego, N crece drasticamente en la envoltura radiativa no-degenerada.
Por el contrario, la frecuencia de Lamb toma valores muy grandes en r = 0, y luego decrece monétonamente
a medida que 7 crece. La ubicacién de los nodos radiales para los modos g y p se encuentran indicados con
circulos negros. (Figura adaptada de Hansen, 1980).

1.2.4. Escalas de tiempo

Definiremos aqui las escalas de tiempo que deben ser consideradas a la hora de trabajar
con pulsaciones estelares, sobre todo para tener en cuenta el grado de adiabaticidad del
problema.



La escala de tiempo de oscilacién 7., esta definida como el tiempo que tarda una
onda de sonido en viajar desde el centro a la superficie de la estrella. Este tiempo tiene el
mismo orden de magnitud que el tiempo de caida libre ¢7¢ debido al Teorema de Virial,
que describe el equilibrio hidrostatico de una estrella, y también puede identificarse con la
escala de tiempo dindmica 7y, .

Por otro lado, la escala de tiempo térmica 7y, esta definida como el tiempo que tarda
la energia térmica (el calor) contenida por encima de un cierto radio r4 en transportarse
hasta la superficie (esto es, en ser eliminada de la estrella), siendo r4 la coordenada radial
de la region de maxima excitacion. Esto es igual al cociente entre el calor contenido en las
capas por encima de dicho radio y la luminosidad total de la estrella.

Luego, las dos escalas de tiempo relevantes en pulsaciones estelares son la escala de
tiempo térmica 7, y la escala de tiempo dindmica 74, las cuales se expresan de la siguiente
manera (Unno et al. 1989), si consideramos una regién de extension radial Ar, densidad p
y temperatura 7"

42 pArCy'T Ar

Yy Tdyn =
L. Y Cs

siendo CYy el calor especifico por gramo a volumen constante.

El cociente entre estas dos escalas, en una dada region de la estrella, es uno de los
pardametros mas importantes que gobiernan la no-adiabaticidad (perturbacién entrépica)
de las oscilaciones estelares. Si escribimos la ecuacion de la conservacién de la energia
adimensional (Ver Capitulo 2) obtenemos §S & (74, /Tayn) ' , 1o cual nos indica que para
una dada variacién de energia la perturbacién en la entropia es menor cuanto mas grande
sea el valor de 7y, /Tayn.

En general, el cociente 7y, /74, es muy grande en el interior de una estrella, pero es
del orden o cae por debajo de la unidad en la superficie estelar. Luego, la amplitud de la
perturbacion en la entropia es apreciable sélo cerca de la superficie, donde tendra lugar
un eficiente intercambio de energia en el material atravesado. Cuando el cociente es muy
grande, la perturbacion entropica es, en general, tan chica que la parte real de la frecuencia
angular es esencialmente la misma que su valor adiabatico. En tales casos, podemos usar
la aproximacion adiabatica.

En los casos donde los efectos térmicos y dindmicos estan fuertemente acoplados, las
oscilaciones tienen propiedades particulares y deben tratarse como casos de oscilaciones
fuertemente no-adiabdticas. Esto sucede, por ejemplo, para estrellas con L/M > 10* L, /M,
donde el cociente 73, /T4y €s tan chico en la envoltura que las pulsaciones atrapadas allf son
fuertemente no-adiabaticas. En este caso es dificil identificar modos de oscilacién, porque
no hay una correspondencia uno a uno entre las autofunciones adiabaticas y no-adiabaticas.
Debido a su complejidad, no hay teorias muy desarrolladas acerca de este tipo de oscila-
ciones no-radiales.

El reciproco de la frecuencia de Brunt-Viisala, N~!, es también un tipo de escala de
tiempo dinamica, pero toma en cuenta el grado de la estabilidad dinamica local y es propia
para las perturbaciones de tipo onda-gravedad.

(1.4)

Tth =



En el caso que analizaremos nosotros de las pre-enanas blancas PG1159 pulsantes, los
efectos no-adiabaticos no son muy fuertes, por lo que, como veremos en el Capitulo 4,
las soluciones adiabaticas son una muy buena aproximacion inicial para la solucién no-
adiabdtica en el esquema numérico que emplearemos.

1.3. Evidencia observacional de pulsaciones no-radia-
les

La teoria de pulsaciones estelares fue originalmente desarrollada para explicar las pul-
saciones de las estrellas variables clasicas tales como las Cefeidas y las RR Lira. Estas
pulsaciones son explicadas en términos de simples pulsaciones radiales, simétricamente
esféricas, donde las variaciones de luz y de velocidad radial observadas son causadas por
la alternancia entre expansion y contraccion de la estrella. Sin embargo, desde fines de los
anos 60 y principios de los 70, los fenémenos relacionados con pulsaciones han sido obser-
vados en muchas estrellas consideradas hasta el momento como estrellas no-pulsantes y se
ha descubierto que muchas de éstas pulsan en forma no-radial. Las oscilaciones de enanas
blancas y las oscilaciones de 5 min. del Sol son los ejemplos mas conocidos de oscilaciones
no-radiales. También se observaron oscilaciones no-radiales en estrellas tempranas de tipo
O y B. La caracteristica mas importante de las oscilaciones no-radiales en este tipo de es-
trellas es que dichas oscilaciones son generalmente multiperiédicas, con lo cual hay varios
modos de pulsacién involucrados en estas estrellas. En efecto, el Sol esta oscilando en miles
de modos propios no-radiales. También la variabilidad semi-regular en la velocidad radial y
las grandes velocidades macroturbulentas observadas en muchas estrellas supergigantes de
tipo temprano pueden ser explicadas por la superposicién de numerosos modos no-radiales.

Observacionalmente, uno puede distinguir los modos no-radiales de oscilaciéon a través
de la duracion de los periodos. En el caso de pulsaciones radiales, el periodo del modo fun-
damental es més largo que el del armoénico mas alto. En el caso de oscilaciones no-radiales,
sin embargo, el modo f y los modos p tienen periodos similares a aquellos correspondientes
a los modos radiales, pero en general los modos ¢ tienen periodos muchos mas largos. En las
estrellas enanas blancas variables se detectan periodos mucho mas largos que los esperados
tedricamente para los modos radiales y para los modos f y p no-radiales y es por esto que
estas pulsaciones son bien explicadas en términos de modos g no-radiales.

Ademas de la duracién de los periodos hay otras herramientas observacionales que
ponen en evidencia las oscilaciones no-radiales, tales como la modulacion de la amplitud
en las curvas de luz o en la curva de velocidad radial, variaciones caracteristicas en los
perfiles de linea, test de pulsacién de Baade, fenémenos dinamicos en la atmédsfera estelar
y corrimiento Doppler. Para una informacion detallada de estas evidencias ver Unno et
al.(1989).

En una estrella pulsante, el conjunto de modos excitados que alcanzan una amplitud
detectable estd determinado por la inter-relacién entre varios procesos:

» El primer proceso es la excitacién (driving) de las pulsaciones por medio de algin
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dado mecanismo (ver Capitulo 3).

= El segundo factor es la respuesta de la estrella al driving que tiene lugar en alguna
region de su interior. Una estrella pulsante es esencialmente una cavidad resonante
esféricamente simétrica, capaz de sostener vibraciones en un conjunto de frecuencias
propias (modos propios). Esas frecuencias estan determinadas por la estructura de
la estrella, su masa y luminosidad, perfiles de abundancias quimicas y espesores de
sus capas superficiales. El conjunto de frecuencias propias de una estrella se puede
determinar con gran exactitud a través de la aproximacién adiabatica

= Finalmente, los periodos que en definitiva se observan estan determinados por el
mecanismo a través del cual los movimientos internos de oscilaciéon son traducidos
a variaciones observables de brillo. Esta es la llamada funcion de transferencia, y
estd relacionada con fendmenos atmosféricos, los cuales no seran tratados en esta
Tesis.

1.3.1. Astrosismologia

Como dijimos antes, el Sol es un pulsador no-radial que estd oscilando en miles de
modos no-radiales. Usando estas oscilaciones uno puede sondear la estructura interna del
Sol asi como la sismologia investiga el interior de la Tierra usando datos de ondas sismicas.
Esta técnica aplicada al Sol se denomina “heliosismologia” y en los tltimos anos ha sido
un campo de investigacién muy fructifero.

Luego del éxito alcanzado por la heliosismologia para estudiar la estructura y evolucion
del Sol, se pensé que el mismo principio también podria aplicarse a las oscilaciones estelares
en general. En este caso el método se llama “astrosismologia”.

La astrosismologia es una nueva disciplina de estudio que utiliza las oscilaciones es-
telares (principalmente las no-radiales) para explorar y extraer informacién acerca de la
estructura interna de las estrellas. Obviamente, hacer un enfoque sismolégico de estrellas
en general es mucho mas dificil que hacerlo en el Sol. En la mayoria de los casos, la imagen
estelar no puede ser resuelta en una imagen de disco bidimensional y, por lo tanto, el grado
de oscilaciones detectables esta restringido a 0 < ¢ < 4. Por otro lado, la superficie estelar
esta dividida en muchas regiones oscilando éstas en diferentes fases, y la contribucién ob-
servacional de cada region es entonces cancelada por otras, por lo que la amplitud total de
variabilidad de la estrella es demasiado chica como para ser detectada. Mas alla de todas
estas restricciones, el uso de las oscilaciones estelares para estudiar el interior estelar con-
stituye una herramienta astrofisica muy importante, dado que nos proporciona informacién
que no puede ser obtenida con otras técnicas.

Los periodos de las pulsaciones en variables clasicas han sido usados para extraer infor-
macion acerca de las estructura de esas estrellas. Aunque la mayoria de las variables pul-
santes cldsicas presentan s6lo un modo simple (el modo fundamental o el primer arménico),
el periodo nos proporciona una medida de la densidad media de la estrella. Algunas de es-
tas estrellas son pulsantes en 2 modos diferentes, y entonces, en este caso, la masa estelar
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también puede ser determinada como una informacion mas que proviene de las pulsaciones.
De esta manera, un incremento en el ntimero de modos de pulsaciéon observados en una
estrella se traduce en un aumento en la cantidad de informacién que puede, en principio,
extraerse.

El desarrollo tecnolégico en instrumentacién en los tltimos afios ha conducido a un
increible crecimiento en cuanto a la disponibilidad de datos de alta calidad sobre estrellas
pulsantes; especialmente se han podido realizar mediciones de variaciones con muy bajas
amplitudes. Actualmente variaciones de luz del orden de unos pocos 10~ mg. son moni-
toreadas facilmente. Los requerimientos de la astrosismologia impulsan hacia la deteccién
de variaciones de un nivel de 107% mg., lo cual harfa posible el monitoreo de oscilaciones
de tipo solar en estrellas distantes. Con estos avances, han sido descubiertas pulsaciones
de baja amplitud en muchas estrellas que eran consideradas hasta el momento como es-
trellas no-variables. La caracteristica mas importante de las pulsaciones en estas “nuevas”
estrellas pulsantes es que éstas estan constituidas de varios modos propios mas que los de
las variables clasicas.

Exceptuando al Sol, las estrellas que presentan la mayor cantidad de modos son las
enanas blancas, de las cuales podemos extraer informacién muy interesante a partir de sus
frecuencias de oscilacion, tales como la masa total de la estrella, la luminosidad, el periodo
de rotacion y la tasa de enfriamiento. Extraer esta informacion de otra clase de estrellas es
dificil debido a que el nimero de frecuencias que presentan la mayoria es demasiado bajo
y por lo tanto no contienen mucha informacién intrinseca de la estrella.

Volviendo al caso de las enanas blancas, la cantidad sismoldgica observable mas in-
teresante es la tasa a la cual cambia el periodo, porque ésto nos proporciona una medida
directa de la velocidad de evolucién de la estrella. Winget et al.(1983) y Kawaler et al.
(1985) hallaron una expresién de la tasa de cambio del periodo de las estrellas pulsantes
enanas blancas y pre-enanas blancas, demostrando que la magnitud de la tasa a la cual
cambia el periodo es inversamente proporcional a la escala de tiempo evolutiva. Esto nos
permite sacar conclusiones interesantes acerca de los datos fisicos obtenidos a través de
los modelos tedricos. Por ejemplo, se pudo testear que la escala de tiempo evolutiva me-
dida para una estrella DOV estd en excelente acuerdo con la teoria (Winget, Van Horn &
Hansen 1983 , y Kawaler et al. 1985). También, a través de los datos astrosismolégicos se
pudo hallar una medida de la masa estelar total de la misma estrella DOV (PG1159-035)
de 0,60 +0,01 M, la cual es una medida de la masa con precisién sin precedentes (Kawaler
et al. 1985).

1.3.2. Clases de estrellas pulsantes

Las pulsaciones estelares, ya sean radiales o no-radiales, se encuentran en muchas fases
de la evolucién estelar. Las observaciones de este tipo de estrellas nos indican que existe,
entre ellas, un amplio rango de masas, con lo cual éstas ocupan varias regiones a lo largo
del diagrama Hertzsprung-Russell (HR).

Presentaremos aqui las clases mas importantes de estrellas pulsantes, cuyas ubicaciones
pueden observarse en la Figura 1.3. Alli vemos que existen varias clases de estrellas pul-
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Figura 1.3: Diagrama HR ilustrando la ubicacién de las clases de estrellas pulsantes mds importantes.
La linea de trazos muestra la secuencia principal; las curvas continuas representan los tracks evolutivos de
estrellas de masas 1,2,3,4,7,12 y 20 Mg, la linea de puntos y trazos es la rama horizontal y la curva punteada
es la secuencia de enfriamiento de las enanas blancas (Adaptado de Christensen-Dalsgaard, 1998).

santes a lo largo de la secuencia principal, desde estrellas oscilantes de tipo solar hasta
estrellas FCephei. Entre las dos lineas diagonales se muestra la “banda de inestabilidad
clasica”, que contiene a las variables Cefeidas, las RR Lira y las 6SCuti. En la regién mas
fria del diagrama HR encontramos las variables Mira, las cuales poseen grandes amplitudes,
y las variables irregulares, que muestran una caodtica variabilidad de brillo. A lo largo de
la secuencia de enfriamiento de las enanas blancas encontramos al menos tres grupos de
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estrellas degeneradas variables. Ellas son, en orden de temperatura efectiva decreciente,
las estrellas PG1159 variables (incluyen las PNNV, que son los Niicleos de Nebulosas Pla-
netarias Variables, y las DOV, para la cuales no se observan nebulosas planetarias), las
estrellas DBV (enanas blancas DB con envoltura de helio) y las estrellas DAV (=ZZ Ceti,
enanas blancas DA con envoltura de hidrégeno).

1.4. Estrellas enanas blancas

Dado que en este trabajo estudiaremos las pulsaciones de un tipo particular de estrellas,
las pre-enanas blancas, veremos aqui caracterisitcas generales de las estrellas enanas blancas
y pre-enanas blancas, y también describiremos brevemente los tipos de estrellas variables
dentro de las mismas.

1.4.1. Caracteristicas generales de las enanas blancas

Las estrellas enanas blancas son el resultado final, en general, de la evolucién de estrellas
aisladas de masas bajas e intermedias (M, < 8M).

La estructura de una enana blanca consiste, en términos generales, en: un nucleo
de materia degenerada muy denso (las densidades promedio caracteristicas son del or-
den de p ~ 10% — 10" g/cm?®) que comprende alrededor del 99% de la masa total de la
estrella, rodeado de una envoltura delgada de materia en condiciones no degeneradas y con
densidades mucho menores. Dicha estructura es soportada en el nicleo de estas estrellas por
la presion ejercida por los electrones altamente degenerados (la existencia de las enanas
blancas es una excelente confirmacién del principio de exclusién de Pauli). Esta degen-
eracién interna confiere a las estrellas propiedades peculiares; es la responsable de la exis-
tencia de una relacion inversa entre la masa y el radio de estas estrellas, que como extremo
conduce a una masa limite por encima de la cual la enana blanca no puede existir como
objeto estable: ésta es la masa de Chandrasekhar y su valor es aproximadamente de 1,4 M.
Ademas, la altisima conductividad térmica de la materia degenerada produce ntcleos
practicamente isotérmicos. Otra peculariedad importante es que las reacciones nucleares
juegan un papel secundario como fuente de energia de las enanas blancas. La energia radia-
da al espacio por las mismas es obtenida principalmente de la energia térmica acumulada en
los iones no degenerados de su interior. Es decir, la estrella brilla principalmente a expensas
del calor acumulado en los iones durante su historia evolutiva previa (los electrones no con-
tribuyen significativamente) y a medida que la energia térmica es gradualmente perdida por
la estrella en forma de radiacién, la energia cinética de los iones disminuye y el gas de iones
pasa de un estado gaseoso a un estado fluido y luego a un estado sélido. El pasaje del estado
fluido a sélido (cristalizacion) trae aparejada una liberacién de calor latente, capaz de frenar
considerablemente el enfriamiento de la estrella. Finalmente, la reserva de energia térmica
se agota y la estrella, ahora casi completamente cristalizada, deja de brillar.

Los efectos de la degeneracion electronica desaparecen en las envolturas de las enanas
blancas. Dichas envolturas son extremadamente delgadas (tanto en masa como en radio)
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Cuadro 1.1: Clasificacion espectral de estrellas enanas blancas

Tipo Espectral | Caracteristicas

DA Lineas de H, sin He I o metales presentes

DB Lineas de He I solamente, sin H o metales presentes

DC Espectros continuos sin lineas distinguibles

DO Lineas intensas de He II, He I o H pueden estar presentes
DZ Lineas de metales solamente, sin H o He

DQ Rasgos de C

pero sin embargo, debido a las altas opacidades que presentan, son extremadamente efi-
cientes como reguladoras del flujo de energia emitido por la estrella.

El transporte de energia en la envoltura de una enana blanca puede ser tanto radiativo
como convectivo, dependiendo de la fase evolutiva de la estrella. La composiciéon quimica
de las envolturas depende de los detalles del proceso de formacién de la enana blanca, pero
generalmente estén formadas por hidrégeno y/o helio. Las altas gravedades superficiales
de las enanas blancas (logg ~ 7 — 8) hacen que la sedimentacién gravitatoria sea un
proceso muy eficiente en las envolturas de estas estrellas. De esta manera, aiin cuando la
composicion inicial de la envoltura consiste en una mezcla de hidrégeno y helio (més trazos
de metales), la sedimentacién gravitatoria lleva a la formacion, en escalas de tiempo cortas
desde el punto de vista de la evolucién estelar, de envolturas casi puras de hidrégeno.

El intervalo de luminosidad cubierto por las enanas blancas es muy amplio, reflejando
el enorme rango en Tog (de 150000 K a 4000 K). Asi, las enanas blancas mas calientes
alcanzan un valor de L, ~ 10? — 103L, mientras que las més frias tienen un valor de
L, ~107%"Lg.

La determinacion observacional de las masas de las enanas blancas muestra una dis-
tribucién de masas fuertemente centrada en ~0.6 M con colas extendiéndose hasta ~0.15
Mg y =1.2 M. La mayor parte de las enanas blancas tienen masas muy préximas a la masa
promedio, con una dispersién pequena de ~ 0,13M. Asi, a pesar de sus diversos origenes y
luminosidades, las enanas blancas forman una clase marcadamente homogénea de estrellas.
Las enanas blancas de baja masa (M, < 0,45M) tienen un nicleo practicamente puro de
helio; aquellas con masas intermedias entre 0.45 My y 1 Mg aproximadamente (rango que
incluye a la gran mayoria de las enanas blancas) tienen nicleos formados por carbono y
oxigeno (en proporciones no del todo bien determinadas por los modelos actuales), y en el
caso de enanas blancas de masas mayores es aceptado que sus nucleos estdn compuestos
por oxigeno y neon.

Desde el punto de vista espectroscépico, las enanas blancas se clasifican basicamente en
dos tipos: DA, con atmosferas puras de hidréogeno y DB con atmosferas ricas en helio. Pero
existen muchas enanas blancas que presentan peculariedades en la composicién quimica de
sus atmosferas y que, por lo tanto, no pueden clasificarse simplemente como DA o DB. El
esquema de clasificacion espectral mas comun se presenta en la Tabla 1.1. Es interesante
notar que parece existir una “evolucién” en el tipo espectral durante la evolucién de las
enanas blancas. Es decir, algunas enanas blancas DA, pueden transformarse en DB, y
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viceversa. Los motivos de estos cambios no estan del todo claros, pero se cree que una
combinacién entre la conveccion que se produce en las envolturas junto con la sedimentacién
gravitatoria seria responsable de los cambios en la composicién quimica observada en las
atmoésferas. También es probable que una enana blanca sufra durante su vida episodios de
acrecién de material interestelar (por ej: nubes moleculares encontradas mientras la enana
blanca se mueve en torno al centro galactico).

La teoria de evolucion estelar indica que los progenitores de la mayor parte de las enanas
blancas son nucleos de nebulosas planetarias, formadas estas ultimas a partir de estrellas
de masa baja e intermedia.

1.4.2. Propiedades de las enanas blancas pulsantes

Aproximadamente hablando, la evoluciéon quimica de las estrellas de masa baja e inter-
media finaliza con la quema de helio (o carbono) en el niicleo. Tales estrellas evolucionan
por encima de la Rama Asintética de las Gigantes (AGB) con recurrentes flashes de helio y
se apartan de ella cuando la masa de la envoltura cae por debajo de un cierto nivel critico. A
partir de alli, las estrellas evolucionan muy rapidamente a luminosidades aproximadamente
constantes y altas temperaturas. Luego de que la fuente de la regién nuclear remanente se
extingue, las estrellas se dirigen hacia la secuencia de enfriamiento de las enanas blancas.
Durante esta fase evolutiva completa, existe un gran ntmero de oportunidades para los
cuales estas estrellas se vuelven pulsacionalmente inestables.

El descubrimiento de variaciones multiperiédicas de estrellas enanas blancas y pre-
enanas blancas ha permitido un réapido progreso en el campo de la astrosismologia. Para
este tipo de estrellas compactas, el rapido progreso es el resultado de una combinacion de
cuatro circunstancias favorables:

» Su estructura fisica es relativamente simple.

» Las amplitudes pulsacionales son lo suficientemente grandes como para ser obser-
vadas, pero lo suficientemente chicas de modo tal que puedan ser explicadas a partir
de un analisis lineal.

= La cantidad de periodos observados en cada objeto proporciona mucha informacién
acerca de la estructura subyacente de los objetos compactos.

= Los periodos son tipicamente cortos, de manera que muchos ciclos pueden observarse
en una noche, y por lo tanto es posible resolver completamente las curvas de luz en
muchas de estas estrellas.

Presentaremos ahora las diferentes clases de estrellas enanas blancas y pre-enanas blan-
cas pulsantes, ordenadas en funcion decreciente de la temperatura efectiva.
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Estrellas variables PG1159 : En la region del diagrama HR donde el track post-AGB
se une a la secuencia de enfriamiento de las enanas blancas, se encuentran las estrellas
llamadas PG1159 pulsantes (o GW Vir). Estas estrellas tienen temperaturas efectivas muy
altas (80000K < Teg < 180000K) y muestran espectroscépicamente una fuerte deficiencia
de hidrégeno, pero pronunciadas caracteristicas de C y He y la presencia de O (Werner
1992, Dreizler et al. 1995). Algunas de las PG1159 muestran variaciones de luz fotométricas
con periodos que van desde ~ 5 hasta ~ 30 minutos. Tales modos oscilatorios son atribuidos
a modos g de bajos valores de ¢ y altos ordenes radiales k.

Las estrellas variables PG1159 que se encuentran rodeadas de nebulosas planetarias son
llamadas Ntcleos de Nebulosas Planetarias Variables (PNNV), y a aquellas sin indicios de
nebulosas planetarias se las conoce como DOV. Los periodos de pulsacién de las PNNVs
son mas grandes en un factor 2 o 3 que los de las DOVs, lo cual nos indica que las PNNVs
tienen radios mas grandes que las DOVs.

Desde el punto de vista evolutivo, es plausible asignar a las estrellas DOV en las fases
tempranas de la secuencia de enfriamiento de las enanas blancas. Las PNNVs, en contraste,
estan aun desplazandose hacia altas temperaturas a luminosidades constantes y todavia
no han alcanzado la secuencia de enfriamiento.

Hasta el momento se conocen alrededor de 11 estrellas PG1159 pulsantes, de las cuales
6 de ellas son PNNV y 5 DOV.

La region que ocupan las estrellas variables PG1159 sobre el diagrama H-R fue determi-
nada por Werner et al. (1995). Sin embargo, en esta banda de inestabilidad se encuentran,
junto con las estrellas variables, objetos no-variables, lo cual indica que la luminosidad y
la temperatura efectiva no alcanzan para caracterizar a las estrellas variables PG1159 y
debe haber un parametro adicional desconocido (por ejemplo, la composcién quimica). De
hecho, se conocen un par de estrellas espectroscopicamente idénticas, pero una de ellas
es variable y la otra no (Werner, 1993). Luego, la banda de inestabilidad de este tipo de
estrellas pulsantes no es pura.

Con respecto a la excitacién de las pulsaciones de estas estrellas, se cree que el respon-
sable es el mecanismo k — 7 actuando en zonas de ionizacién parcial de carbono y oxigeno
(Starrfield et al. 1984, 1985). También se ha encontrado que el mecanismo ¢ puede ser el
responsable de que se produzcan pulsaciones en este tipo de estrellas (Kawaler et al. 1986;
Kawaler et al. 1988). Sin embargo, los periodos hallados son demasiado cortos con respecto
a aquellos observados en estrellas pre-enanas blancas variables (Hine & Nather 1987). Una
descripcién de estos mecanismos sera presentada en el Capitulo 3.

Enanas blancas variables DB (DBV) : Este tipo de estrellas, de las cuales se conocen
8, se encuentran confinadas en un angosto rango de temperaturas efectivas, entre 21500 K
y 24000K, con luminosidades de log(L./Ls) = —1,3.

Las incertezas que existen en cuanto a la determinacion de T, la cual es del orden
de AT,s = 1000K, perjudican los andlisis pulsacionales, resultando dificil establecer los
limites de la banda de inestabilidad. Los periodos observados caen todos dentro de un
intervalo de 140 y 1000 segundos. La mayoria de los espectros de potencia de las DBV
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no estan resueltos por completo debido a que estas estrellas presentan muchas frecuencias
y por lo tanto, dichos espectros son bastante complejos. Por otro lado, la excitacion de
pulsaciones de las estrellas DBV es atribuida al mecanismo x — v actuando en la base
de la zona de conveccion externa (Bradley & Winget, 1994). La excitacién de los modos
g parece ocurrir, y conducir a resultados consistentes con las observaciones, en las capas
superficiales ricas en helio con masas entre 1078 y 1072M, (Bradley & Winget, 1994). La
banda de inestabilidad de las DBVs tampoco es pura. Por el contrario, existen entre un
25% y un 50 % de estrellas DBV no pulsantes en el dominio de inestabilidad (Beauchamp et
al. 1999). En los modelos tedricos, la eficiencia de la conveccién juega un papel importante
en cuanto a la ubicacién exacta de la banda de inestabilidad.

Enanas blancas variables DA (DAV o ZZ Ceti) : Estas estrellas enanas blancas
variables ricas en hidréogeno se encuentran en la zona mas fria de la secuencia de enfri-
amiento de las enanas blancas. Se cree que todas las enanas blancas DA oscilan cuando
entran en el intervalo de temperatura apropiado, con lo cual la banda de inestabilidad de
estas pulsantes es pura. El rango exacto de temperatura efectiva de la banda de inestabil-
idad es atin tema de debate (principalmente el borde azul, ver Bergeron et al. 1995), pero
su dominio se encuentra aproximadamente entre 10000/ y 13000K.

Las variabilidades fotométricas de estas estrellas son de baja amplitud (< 0,2 mag.)
y usualmente multiperiédicas, con periodos desde ~ 100 hasta mas de 1000 segundos.
Algunos de los periodos espaciados muy cerca entre si son considerados multipletes debido
a la rotacion estelar lenta.

De los espectros de potencia de estas estrellas no se puede obtener tanta informacién
en comparacion con los de las DOV y DBV, ya que sélo un ntimero bajo de modos son
excitados en forma simultdanea, y con tan pocos modos es problematica su identificacion,
es decir, la asignacion de valores k y ¢ a cada periodo observado.

Un aspecto importante con respecto a la ubicacién del borde azul de la banda de
inestabilidad es la influencia de la eficiencia convectiva en los modelos estelares en equi-
librio. Aparentemente, solo zonas de conveccién muy extendidas dan lugar a bordes azules
compatibles con los datos observacionales (Bradley & Winget 1994).

En modelos de estrellas DAV por debajo de ~ 12000k, s6lo una pequena fraccién de
la energia total que pasa a través de la zona convectiva es transportada por difusion de
fotones. Por lo tanto, la conveccion domina localmente. Pero, a pesar de que la escala de
tiempo convectiva es mas corta que los periodos de oscilacion observados en las estrellas ZZ
Ceti, los analisis de estabilidad no-radiales son usualmente llevados a cabo despreciando la
perturbacién del flujo convectivo (aproximacion frozen convection, ver Capitulo 2).

Es aceptado el mecanismo xk—v actuando en las zonas de ionizacién parcial del hidrogeno
como responsable de excitar los modos g pulsacionales en las estrellas DAV (Dolez &
Vauclair, 1981 ; Winget et al. 1982). Por otro lado, la regién de excitacién coincide con
la base de la zona convectiva. Brickhill (1991) y Goldreich & Wu (1999) mostraron que
existe otro mecanismo posible para la excitacion de modos g en las estrellas DAV debido
a la accion de la conveccidon superficial en estas estrellas. Este mecanismo es llamado
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excitacién convectiva (convective driving). Aunque aparentemente este iltimo es un agente
mas importante para excitar modos g que el mecanismo x — 7y, ambos predicen de forma
igualmente aceptable el borde azul de la banda de inestabilidad observada, pero ninguno
de los dos es capaz de predecir el borde rojo observado (Kanaan 1996).
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Capitulo 2

Ecuaciones generales

En este capitulo deduciremos las ecuaciones generales que gobiernan las pulsaciones
estelares no-radiales. Durante la derivacion de las mismas, no se considerard la presencia
de campos magnéticos ni los efectos de rotacion de la estrella. Esto simplifica en gran
medida el tratamiento matematico.

Llegaremos a las ecuaciones de oscilacién generales no-adiabaticas, las cuales junto
con las condiciones de borde, constituyen un problema de autovalores y autofunciones. El
autovalor ¢ es una cantidad compleja 0 = o + i0; , donde o representa la frecuencia de
oscilacién de un dado modo propio y oy mide el crecimiento (o; < 0) o amortiguamiento
(o7 > 0), a través del tiempo, de la amplitud de dicha oscilacién.

Por ltimo, daremos una descripcion adimensional de las ecuaciones que gobiernan el
problema, que son mas convenientes para ser utilizadas en el tratamiento numérico.

2.1. Ecuaciones de la hidrodinamica

Las ecuaciones basicas que describen las configuraciones de un fluido autogravitante
(una estrella en nuestro caso particular) son las ecuaciones de la hidrodindmica. A partir
de ellas, deduciremos el conjunto de ecuaciones diferenciales cuya solucion proporciona las
autofunciones y autovalores (autofrecuencias) de oscilacién para el modelo estelar consid-
erado. Seguiremos aqui la derivacién de las ecuaciones de Unno et al. (1989).

Las ecuaciones hidrodinamicas son la ecuaciéon de continuidad (conservacién de la
masa):

Jdp =
— +V.(pt) =0 2.1
i (p?) (2.1)
la ecuacién de conservacién de momento’ :
d_» = —
pd—z — VP - pVd (2.2)

'Recordemos que no estamos considerando fuerzas externas, es decir, ni campos magnéticos ni viscosi-
dad.
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y la ecuacion de conservacion de la energia:

% L LG (2.3)
dt P

Aqui, t es el tiempo, p es la densidad de masa, v es la velocidad del fluido, P es la
presion, ® es el potencial gravitatorio, S es la entropia espemﬁca T es la temperatura, €y
es la tasa de generacion de energla especifica nuclear, F es el ﬂUJO total: F = Fg + Fg ,
con Fjp el flujo radiativo y Fg el flujo convectivo. Finalmente, V es el operador gradiente.

Para completar la descripcién de un sistema se necesitan més ecuaciones. Una de ellas es
la ecuacion de Poisson, que relaciona el potencial gravitatorio generado por una distribucién
de masa :

V20 = 47Gp (2.4)

donde G es la constante de gravitacion y V2 es el operador Laplaciano.
La otra ecuacion a considerar es la de difusién radiativa para el flujo radiativo:

Fr=—KVT (2.5)

donde K es la conductividad radiativa, la cual puede escribirse en términos de la opacidad
de Rosseland k de la siguiente manera:

@T?’

K = (2.6)

3Kkp

siendo a la constante de densidad de radiacién y ¢ la velocidad de luz.

Para poder resolver este sistema, necesitamos una ecuacién de estado que nos propor-
cione P(p,T)y S(p,T), y ecuaciones que nos porporcionen la tasa de generacién de energia
nuclear ey (p,T) y la opacidad x(p,T) para una dada composicién quimica.

Ahora consideremos un estado en equilibrio, o lo que es lo mismo, no perturbado (in-
dicaremos las correspondientes variables con subindice 0) simétricamente esférico, para el
cual vg =0y g—’: = 0, para toda cantidad fisica f del problema.

Para dicho estado, las ecuaciones (2.2) - (2.5) se transforman en:

—VPy— poV®, =0 (2.7)
poen, — V.Fy =0 (2.8)
V20, = 47Gpy (2.9)
Fy = —K\VT) + F¢, (2.10)
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2.2. Ecuaciones de oscilacion

Para describir las pulsaciones, se considera a la estrella como un medio continuo, y se
aplican pequenas perturbaciones (sin importar el origen de las mismas) alrededor de un
estado en equilibrio de la estrella. Debido a que asumiremos que todas las perturbaciones
son suficientemente pequenas, sélo los términos de primer orden en las perturbaciones
seran considerados, despreciando asi los términos de segundo orden y mas altos en las
diferentes variables perturbadas. De esta manera, obtendremos ecuaciones de perturbacion
linealizadas para describir la evolucion de las correspondientes perturbaciones.

Las ecuaciones que describan las configuraciones estelares seran expresadas convenien-
temente en coordenadas esféricas (1,6, ), ya que el estado en equilibrio es simétricamente
esférico. Un elemento de masa, cuya posicion en equilibrio es rg, se desplaza de la misma
una cantidad {, de modo que en el estado perturbado se encuentra en otra posicién 7 :

F=ry+ & (2.11)

Ahora veamos lo siguiente: existen dos tipos de variaciones (o perturbaciones) en las
cantidades fisicas, las variaciones Eulerianas y las Lagrangianas, dependiendo de la de-
scripcién usada, a saber:

= En una descripcién Euleriana, tanto la cantidad fisica perturbada como la no per-
turbada son funciones del punto de observacion, y por lo tanto es conveniente usar
la variacion Euleriana, la cual se define como la diferencia entre los valores de la
cantidad fisica en las soluciones pertubadas y sin perturbar, en un dado punto de
observacion 7y a un dado tiempo t. Aqui estamos comparando las propiedades de
dos elementos de fluido distintos en las dos soluciones y la variacion se indica con un
prima.

» En una descripcién Lagrangiana, en cambio, la cantidad perturbada depende de la
posiciéon perturbada de un elemento de fluido y la cantidad sin perturbar depende
de la posiciéon sin perturbar del mismo elemento de fluido; por lo tanto es conve-
niente usar la variacion Lagrangiana, definida como la diferencia entre la cantidad
perturbada y la cantidad sin perturbar del mismo elemento de fluido. Aqui estamos
comparando las propiedades del mismo elemento de fluido en las dos soluciones, y la
variacion se indica con 9.

De esta manera, una cantidad fisica f puede ser expresada como:

f(F, t) = fO(F) + f,(ﬁ t)

o bien
f(7t) = fo(ro) +0f(r,t)

Pero dijimos que en el estado en equilibrio la estrella es simétricamente esférica, por lo
tanto fy solo depende de la coordenada radial, y entonces tendremos:
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f(r7 87 ()07 t) = fo(r> + f,(,r7 67 ()07 t)
o bien
f(ﬁ 97 2 t) - fO(TO) + 5.]1'(7,7 07 ®, t)
con la condicién f/,6f < fo.
Las perturbaciones Lagrangiana y Euleriana de una cantidad cualquiera f se relacionan,
a primer orden en el desplazamiento £, de la siguiente manera:

fl=0f—£€Vf (2.12)

Por otro lado, las variaciones temporales de las perturbaciones Lagrangiana y Euleriana
se identifican como

dof(7,t) y af'(r,t)

dt ot
respectivamente, donde
d 0 - dr
— = — 4+ U= — 2.1
i TV Y YTt (2.13)

Notar que, dado que no existe movimiento en el estado en equilibrio (v = 0), obtenemos
la siguiente relacion:
0¢ _ dE
ot dt

El formalismo Euleriano es cominmente mas usado, debido a que tiene la propiedad
de poder intercambiar prima y gradiente. Sin embargo, en los casos en que la tasa de
generaciéon de energia especifica nuclear ey o la opacidad x estan involucradas, es con-
veniente usar el formalismo Lagrangiano ya que, en general, los periodos de oscilacion
no-radiales son mucho mas cortos que las escalas de tiempo de nucleosintesis y de difusién
de particulas; y por lo tanto, la composicién quimica de un elemento de masa se conserva o
no cambia significativamente durante las oscilaciones. Esto nos indica que la dependencia
con la composicién quimica de, por ejemplo, dey y dx pueden ser ignoradas, lo cual sim-
plifica en gran medida las relaciones termodinamicas entre las perturbaciones de presion,
densidad, temperatura y entropia que se necesitan en el tratamiento de las ecuaciones para
las oscilaciones no-radiales.

En general, si la composiciéon quimica no cambia, toda variable termodinamica puede
ser considerada como una funcién de dos variables independientes. Siguiendo la derivacién
de Unno et al (1989), tomamos la presiéon P y la entropia especifica S como variables
independientes. Luego, se introducen las cantidades:

_ (Olnk B Olnk
P =\omp), T 7\Tas ),
. 8ln5N B (9ln€N
= \omp ), "7 oms),
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olnT OlnP
= (gnr), "o,

, . <81np> . T(@S)
T =Cp P — a7
oS P oT P

de manera que las perturbaciones de opacidad y tasa de generacion de energia nuclear,

asi como las perturbaciones de T" y p pueden representarse de la siguiente manera, como
funciones de 6P y 6 :

5—H = K,ad(;?P + /ﬁsg (2.15)
CZE—NN = ead%j + €Sg (2.16)
5?T = Vadé?P + g (2.17)
%p = Fil(%P - v:rg (2.18)

Ahora, luego de escribir cada variable en su forma perturbada y linealizar las ecuaciones
(2.1)-(2.5), obtenemos el conjunto de ecuaciones perturbadas en la aproximacién lineal;
considerando como estado de equilibrio una estrella esféricamente simétrica, no rotante,
sin campo magnético ni viscosidad y con vy = 0 %

ap, =

i —V(p?") (2.19)
v’ = D/ = &/ I\
Por = —VP — pVd' — o'V (2.20)
dss B PR R
V20 = 149Gy’ (2.22)
Fj = —KVT — KVT (2.23)
§Fr, 0T 6k 6p 0& (dInT\ ' 9(sT/T)

LA Rt A 2.24
Fgr T K p  or * dr or (224)

Las ecuaciones (2.23) y (2.24) son las perturbaciones Eulerianas y Lagrangianas,
respectivamente, del flujo radiativo.

En las ecuaciones anteriores, despreciamos el término 6(p_1§.}%). Esto no se hace
porque exista una buena razon fisica para hacerlo, sino porque ain no existe una ade-
cuada teoria de conveccién dependiente del tiempo, la cual es necesaria para calcular las

2A partir de aqui omitiremos el subindice 0 de las cantidades sin perturbar, para simplificar la notacién.
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perturbaciones del flujo convectivo. Debido a esto, en la mayoria de los estudios acerca
de pulsaciones no-radiales, no-adiabaticas la perturbacién del flujo convectivo se despre-
cia, por simplicidad. Este tratamiento es a veces llamado aproximacién de “conveccion
congelada” (frozen convection).

Sin embargo, hay que ser cuidadosos al usar esta aproximacién porque puede causar un
efecto ficticio de excitacion de modos cerca del borde de la zona convectiva. Por lo tanto
hay que tener en cuenta que ésta es una buena aproximacion sélo en estrellas para las cuales
las zonas de conveccion son débiles, esto es, estrellas en las cuales la conveccién transporta
poca energia. Esta aproximacién no es buena, entonces para estrellas enanas blancas de
tipo ZZ Ceti, ya que en estas estrellas la conveccion juega un rol muy importante. Para las
estrellas pre-enanas blancas PG1159, las cuales son estrellas muy calientes, el transporte
por conveccion es despreciable y asi la aproximacion de frozen convection es consistente.

2.2.1. Separacién de las coordenadas temporales y angulares

Las ecuaciones diferenciales parciales (2.19)-(2.24) son lineales y homogéneas con
respecto al tiempo t y a las coordenadas espaciales 7 para las variables perturbadas. Los
coeficientes de estas ecuaciones sélo incluyen cantidades en equilibrio (tales como p , T', @,
etc.) y por lo tanto dependen tnicamente de la coordenada radial r.

Se sigue entonces, que el tiempo t puede ser separado y todas las variables pueden ser
escritas como proporcionales a €', donde o es la frecuencia angular de oscilacién que, como
ya dijimos, es en general un valor complejo siendo la parte real de la misma la cantidad
que se relaciona con la frecuencia ciclica v y el periodo P a través de
OR . 1

v= =—
2 P
Por otro lado, la amplitud de las oscilaciones crece si la parte imaginaria de la frecuencia
angular o es negativa.
De esta manera, para toda cantidad perturbada del problema, representada aqui como

f', tenemos que: .
f'(r,0,0,t) = f'(r,0, p)e"" (2.25)

Notar que, con esto, el vector velocidad, para el cual habiamos obtenido la relacion
(2.14), puede ser escrito como :
0 =1i0€ (2.26)

Reemplazando en las ecuaciones de oscilacion todas las cantidades perturbadas con
expresiones de tipo (2.25), eliminamos la dependencia temporal en dichas ecuaciones.

Por otro lado, la perturbacién Euleriana y Lagrangiana de la ecuacién de continuidad,
y las componentes radial y horizontal de la ecuaciéon de momento perturbada pueden ahora
ser escritas, respectivamente, de la siguiente manera:

/ 1 - — 6 - —
P 258 7 P _ Ve (2.27)
PP p
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1oP"  0d  pdd

2, == —— 2.28
¢ p Or * or + p dt (2:28)
— 1 — —
%6, = ~VP' + V¢ (2.29)
p
con 5; = (0,&,&,), v donde el gradiente Vi, que es la componente horizontal del

operador gradiente en coordenadas esféricas, esta definido como:

- 1 1
v, 0. 0 0
"0 sinf O
Por otro lado, usando la ecuacién (2.12), que relaciona los formalismos Lagrangiano y

Euleriano, y la ecuacién (2.18) podemos escribir:

p) 1P 5S

v _A o2 2.
) T, P &= or G (2.30)
op 1 P 1dnP 0S
— 2 2.31
) T,P T, dr &= or o (2.31)

donde A es el discriminante de Schwarzschild que se usa para distinguir entre las capas
convectivamente estables (A < 0) y las capas convectivamente inestables (A > 0)(Ledoux
& Walraven 1958) :

dIn p 1 dln P
dr F1 dr
Ahora, las ecuaciones (2.30) y (2.31) pueden ser utilizadas para eliminar la perturbacién
en la densidad de todas las ecuaciones diferenciales.
Una vez eliminada la dependencia temporal y la perturbacion en la densidad obtenemos
el siguiente conjunto de ecuaciones:

A=

(2.32)

—(0® + gA)E, + %%]:' P 8;/ _ gng — 0 (2.33)
%a—( %) + 11 dldipf + ri% + —V?LP’ + %ﬁi@’ - ng =0 (2.34)
:25; (72 %ﬁj + V20 — 4xGp <F]131/D — Ag, — ng> =0 (2.35)

i0T6S = sead%P + assg - % [FR%F;T/ i <2fR + dﬁ) 55; + zFRagZ L
v oM B b (M0, Mg 6 luR, G

26



§Fp., 5P £, <dhﬂf>_18®77T) (2.37)

FR - (4vad - Kad)? + (4 - 'de)_ + 2_ + vh gh dr or

Cp

Luego, examinando el sistema de ecuaciones (2.33)-(2.37), notamos que los coeficientes
solo dependen de r y el tnico operador diferencial con respecto a las variables angulares

vy ¢ es V2, donde
> 1 1 0 0 0?
2= 60— 0 —
Vi 2 sin% 0 lsm or <sm 87’) * Bg021

De esta manera, la dependencia angular puede separarse de la dependencia en r, en
cada perturbacion, es decir:

fi(r.0,0.) = f'(n)Y" (0, 0)e'

donde Y, es el armonico esférico de grado armoénico ¢ y orden acimutal m, el cual estd dado
por:

/2
S[20+1 00— |m)" .
ym(p — (—1)(m+lm))/ P|m| g)eime
(0, 0) = (-1) 27 ((+|m|) ) (cosf)e
y satisface la relacion:
N (4 1)0
wr0e) =~ 0.)
y, por lo tanto, los Y;" son autofunciones del operador L? = 72V2 ( a veces llamado

Legendriano).

Los nimeros cudnticos £ y m son nimeros enteros restringidos a 0 < |m| < ¢. Se sigue
de aqui que los efectos de la dependencia angular entran dentro de las ecuaciones sélo a
través de términos proporcionales a £(¢ + 1).

Ahora, de la ecuacién (2.29) y de la componente horizontal de la ecuacién (2.23), se
puede ver que:

o 0 1 0 -

5 - (é-T(T>7 gh(r)%ag ( )Sln 8 (9g0> }/é (97 )ezat (238)
! / ! 0 ! 1 0 m iot
i = (Fho0). Foal0) g P g5 ) Y0, (239

donde:

60) = (24 00) 0 R =)

or p

Finalmente, el sistema de ecuaciones puede escribirse como:

(N? —0%)€, + = — gup— =0 (2.40)

1dP 9 p dd’ dS
p dr 2 dr p
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1d(r%,) ¢ 1 L3\ P (l+1) dS
ma a T\ P e =0 24
1d [ ,dd e+1) ., P N? 0S5
_ o 4 Do 22 ) = 2.42
r2dr (r dr ) r2 Gy <Pcs g v Cp ! ( )
10165 = €€ad6—P + e, @ — 1 aéFR/FR dFR O g + 2Fg % /1
P P dr | Fgr or
AR | dFp o WCHDN & (2Fr  dER l(l+1)§h
r dr r r dr
Fr ((+1)0T
dinT/dlnr r ?1 (243)
§Fg 5P &r &, (dnT 1 d(oT)T)
it L/ v A — (4 — k) — 2— — 1 2.44
Fr (4Vad = Faa) P * )cp * (€+ ) ( dr ) dr ( )

donde vemos que las ecuaciones que describen el problema de las oscilaciones no-
radiales, no-adiabaticas, se reducen a un conjunto de ecuaciones diferenciales dependientes
de la coordenada radial tinicamente.

En dichas ecuaciones, ¢, es la velocidad del sonido local, L, la frecuencia de Lamb y N
es la frecuencia de Brunt-Vaisala las cuales estan definidas en el Capitulo 1.

Con respecto a las ecuaciones (2.40)-(2.44), vamos a seguir aqui la derivacién de
Unno et. al (1998), por lo que haremos un cambio de variables, introduciendo la per-
turbacion de la luminosidad en lugar de la del flujo. Sea la perturbacién de la luminosidad

igual a:
oL 2 OF
e _ % | 0f% (2.45)
LR T FR
donde Ly = 47r?Fy es la luminosidad radiativa.
Asi, el conjunto de ecuaciones diferenciales cuya solucién es la parte radial (las auto-
funciones) de las oscilaciones lineales no-radiales, no-adiabéticas estan dadas por las ecua-
ciones:

LdP' g P, 4%’ 5S

N2~ - A 2.4
( g )gr + o dr dr gur G 0 (2.46)
1 d(r*,) 2¢,) g 1 P l+1), 6S
aar e TR\ @) P e Y =0 24D
1 @’ P N?
1d (04 ( o amep (2 Ve 0,25 20 (2.48)
r2dr dr pcz g p
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dSlp | ((+1) FpdT

i0T05 = den dM, " dWnT/dnr pr T
EndL, & Lr
= - = 2.4
+ e+ (r dM,  r 47r3p (249)
SLr 5P 58S & & d(&E)/dnr
R UV — kad)— + (4 — ky)— + 4> — 1)l ¢ T 2.
Lg (4Vaa = rad) P + £is) Cp + r (e+1) r * dinT/dlnr (2.:50)

Estas ecuaciones (2.46)-(2.50) son las ecuaciones bdsicas para una oscilacién lineal, no-
radial y no-adiabatica presentadas por Unno et. al (1998), siendo las 6 variables: P’ T,
05, &, Oy Fl.

Resolviendo este sistema de ecuaciones, junto con las condiciones de borde, que pre-
sentaremos aqui mismo, obtenemos las autofunciones, que proporcionan la amplitud rela-
tiva de las pulsaciones dentro de la estrella, y obtenemos también el autovalor o.

En una aproximacion adiabatica se supone que no hay intercambio de calor entre las
distintas regiones del fluido al oscilar, con lo cual la entropia especifica se conserva (65 = 0)
durante las oscilaciones. La condicién de adiabaticidad se cumple principalmente en las
regiones internas de la estrella, pero no en las regiones préximas a la superficie estelar.
En esta aproximacion las ecuaciones se vuelven considerablemente més simples, ya que las
ecuaciones (2.49) y (2.50) no son necesarias para la resolucién del problema, y podemos
reemplazarlas por la relacién adiabatica:

op 1 0P
—_— = —=—— (2.51)
14 Fl P

Como ya hemos mencionado, en la descripciéon matematica del problema de oscilaciones
no-radiales, no-adiabaticas, tanto las autofunciones como los autovalores son complejos. Es
decir, que el sistema de ecuaciones que gobiernan las oscilaciones lineales, no-adiabaticas,
no-radiales es de 6 orden espacial en variables complejas, o de 129° orden espacial en
variables reales 3. Esto se debe a que la ecuacién linealizada de la conservacién de la energia
(2.49) incluye dentro de sus coeficientes un nimero complejo, debido a que la ecuacién
involucra una derivada temporal de primer orden.

Luego, como la descripcién matemaéatica del problema de oscilaciones adiabaticas no
incluye esta ultima ecuacién y, por ende, no tiene términos complejos, todas las autofre-
cuencias y autovalores del problema son puramente reales. Se sigue entonces que el sistema
de ecuaciones que gobierna las oscilaciones estelares adiabdticas es de 4% orden espacial en
variables reales.

Como ultima discusién acerca de las ecuaciones halladas, es importante notar que el
orden acimutal m de los armodnicos esféricos no aparece en ninguna de ellas y tampoco

3En nuestro método numérico, resolveremos el sistema de ecuaciones de 6° orden en variables complejas.
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en las condiciones de borde (como veremos més adelante). Este hecho nos indica que los
autovalores de este tipo de oscilaciones son 241 veces degenerados con respecto a m ; esto
es, los 2 + 1 modos con igual k y ¢ oscilan todos con la misma frecuencia ¢ , sin importar
el m. Dicha degeneracién se debe a la ausencia de perturbaciones tales como rotacién y
campos magnéticos, que provocan apartamientos de la simetria esférica en los modelos
en equilibrio. En efecto, si la estrella rota, la fuerza de Coriolis y la centrifuga afectaran
los modos de pulsacién. Tendremos, en este caso, que la fuerza centrifuga modifica las
frecuencias de oscilacién, pero no genera un nuevo tipo de onda. En cambio, la fuerza de
Coriolis no sélo modifica los modos p, g v f de pulsacién, sino que genera un nuevo tipo de
modos: los modos r. En una estrella rotante, entonces, la degeneracién en m es destruida
totalmente.

Un campo magnético también destruye la degeneracién en m, pero solo parcialmente;
cada frecuencia de un dado ¢ se divide en £+ 1 subniveles correspondientes al valor absoluto
de m :|m| =0,1,---,£. Gautschy & Saio (1995) mencionan que, en general, debido a la
presencia de campos magnéticos, los modos ¢ sufren corrimientos en la frecuencia mas
importantes que los que sufren los modos p.

2.2.2. Condiciones de borde

Como ya hemos mencionado, las 6 ecuaciones diferenciales en variables complejas (2.46)-
(2.50) junto con 6 condiciones de borde conforman un problema de autovalores con un au-
tovalor complejo o. Aqui, discutiremos tres condiciones de borde internas y tres condiciones
de borde externas para cerrar el sistema.

En el interior de una estrella, la escala de tiempo térmica es muy grande, en compara-
cién con los periodos de pulsacién, y por lo tanto la condicién de adiabaticidad se cumple
satisfactoriamente para las oscilaciones que se produzcan alli. Las ecuaciones apropiadas
para el caso de aproximacién adiabética son: (2.46)-(2.48) (reemplazando en ellas la can-
tidad 0.5 por el valor 0) y (2.51). Luego, tenemos que cerca del origen, es decir r ~ 0, las
cantidades que aparecen en dichas ecuaciones se comportan de la siguiente manera: g ~ 0,
L? oc r72, p ~ constante, ¢ ~ constante, N*> ~ 0y N?/g ~ 0. Con todo esto, tenemos
que las condiciones de borde internas para las variables mecanicas ®’, £, y P’ son :

4

P ocrt & ot

y P ocrt

Usando estas relaciones, las ecuaciones (2.46)-(2.48) pueden reducirse a :

1 (P
—— | —+d )| =0 2.52
3 02r<p+> (2.52)
' dd" (P

La tercera condicién de borde central sera:

58 =0 (2.54)
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Veamos qué pasa en la superficie estelar, donde » = R, , siendo R, el radio de la
estrella, y donde no puede considerarse la aproximacién adiabatica. Como el borde externo
de una estrella no esta bien definido, pueden aparecer ciertas dificultades para imponer las
condiciones de borde externas en el problema oscilatorio. Sin embargo, asumiremos que la
presion y la densidad cerca de la superficie decrecen pronunciadamente hacia afuera, con
lo cual la condicién de borde mecéanica en la superficie para la perturbacién en la presion
es :

P=0 a r = R, (2.55)

Si la presion de radiacién no es despreciable en la superficie, esta ultima aproximacion
no puede ser considerada. En tal caso es necesario un tratamiento mas cuidadoso, y el
reemplazo de 6P = 0 por 0 P;s = 0 como condicién de borde externo serfa mas apropiado.

La condicién de borde para la perturbacion del potencial gravitatorio se obtiene de
imponer la condiciéon de continuidad en la superficie:

dd’ P’

— +(+1)

Y por ultimo, veamos la condicién de borde térmica en la superficie, que es la condicién
de borde externa mas dificil de determinar. Esto se debe a que un correcto tratamiento
de la misma involucra la resolucion de la ecuacién de transporte radiativo incluyendo ésta
perturbaciones debido a las oscilaciones no-radiales. Como esto es muy dificil de tratar, es
comun usar la aproximacién de Eddington, donde F' = 27J, siendo J la intensidad media.
Con esta aproximacion, se cumple la condicién de no existencia de flujo radiativo incidente
en la superficie.

Como la intensidad media en la superficie de la estrella estd dada por J = 0,.qT*/7,
obtenemos la siguiente ecuacion como tercera condicién de borde externa :

=0 a r = R, (2.56)

r

oF oT
— 4 (2.57)
Fr T
Finalmente, podemos verificar que el indice acimutal m no aparece en las condiciones de
borde, como lo habiamos anticipado, y efectivamente las 6 ecuaciones con las 6 condiciones
de borde conforman un problema de autovalores degenerado con respecto a m.

2.3. Formulacion adimensional

Las ecuaciones (2.46)-(2.50) aplicadas a modelos estelares generales deben resolverse
en forma numérica. Para un andlisis numérico del problema, es mas adecuado escribir el
sistema de ecuaciones en forma adimensional, para lo cual debemos primero definir las
variables también en un modo adimensional.

Las nuevas variables dependientes del problema (autovalor y autofunciones del proble-
ma) se definen de la siguiente manera:
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r gr \ p r
1 1 do’
y3:—q),7 Ys = — )
gr g dr
68  oLp
yS_Cpa yG_LRa
RS
2 2 *
w —O'GM*,

donde y1, 2, y3, y4 son las variables introducidas en 1971 por Dziembowski para resolver
el problema adimensional de las pulsaciones adiabéticas. Luego, Saio & Cox (1980) agre-
garon las variables ys v 16 para el caso no-adiabético. La tiltima variable aqui definida w?
es el autovalor (autofrecuencia) adimensional.

Ahora, sea la variable independiente :

= — 2.58
= (2:53)

donde R, es el radio estelar en equilibrio e introduciendo las variables recién definidas, el
sistema de ecuaciones diferenciales (2.46)-(2.50) se reescribe de la siguiente manera (Unno
et al. 1989):

di ((0+1)

x% = (V;—3) yl—i_[cluﬂ = Vol Y2+ Vg ys +vr ys (2.59)
d

x% = (W A7)y (A= U+ 1) 5o~ A"y +or s (2.60)
dys
w - U 2.61

x dx ( U) ys + ya (2.61)
d

x% = UA yp+ UV + [0+ 1) = UV ys = U ys — Uvr y5 (2.62)
dys 9

I’% = V{Vad(U_Clw)—4(vad—v>—|—02:| y1+

00+ 1
"‘V[( i )(vad_v)_021y2+‘/02y3+

c; w?

+ VVad Y4 + Vv (4 - Ks) Ys — Vv Ye (263)

32



d V., —V
x-j? - £w4-n§—¢%;—l-amcgﬂ Y+

[ Vad c3

+ -5ad 03V—£(£+1) ( v —+ o w2>} Yo +
] v

—+ f(ﬁ—i— 1)7(1 — €ad CgV] Yz +

., R dlnLg
T Ty YA BT Ty O

donde los coeficientes de las ecuaciones diferenciales estan definidos por:

V= —dInP  GM,p
~ dlnr rP
V_Z__i dlnP_ﬂ_grp
S Iy dhr ¢ I, P
U_dlnMT_47Tpr3
dlnr M,
(2) i
T =\ =
R M,
r 1 dinP dlnp
A= - N? = — —
g " <F1 dr dr )

o Olnp\ _ xr
e olnT P_XP

con las compresibilidades x7 y X, dadas por
_ (O0InP
M= \omT )

_ (OlnP
Xo = dlnp ).

También:
B dlnT
~ dlnp
dlnV,
¢y = (Kag — 4V aa) VV + Vo <M + V)
dlnr
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3= ——— (2.75)

B 47r3p Tec, |GM Ton
N LR R3 Tdyn

siendo 7y, ¥ Tayn la escala de tiempo térmica y la escala de tiempo dindmica respectiva-
mente, definidas en el Capitulo 1. Las cantidades V4, €44, €5, €N, Kad Y Cp estan definidas
en la seccion 2.2 de este mismo Capitulo.

Las condiciones de borde para el centro de la estrella (x = 0), que estaban dadas por
(2.52)-(2.54), son escritas ahora como:

(2.76)

Cq

cw?yr —lys =0 (2.77)
Cys— ys=0 (2.78)

Por otro lado, las condiciones de borde para la superficie estelar (x = 1), que estaban
dadas por (2.55)- (2.57) son:

{1+ [th) —4—w2] %} Yy — y2+{1+ V(i;l) —6—1] %} y3 =0  (2.80)

w

(+1) ys+ ya=0 (2.81)

(2—=4Vea V) 18 +4Vu V(ya —ys) +4ys —ys =0 (2.82)

Y, por tltimo, la condicién de normalizacién usual en la superficie estelar (dada la natu-
raleza homogénea del sistema de ecuaciones diferenciales) es

yi—1=0. (2.83)

Este sistema de ecuaciones es el que utilizaremos para resolver el problema numérico de
pulsaciones estelares no-radiales, no-adiabaticas para un determinado conjunto de modelos
estelares.
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Capitulo 3

Mecanismos de excitacion

En este capitulo describiremos brevemente los mecanismos de excitacion que actian
en ciertas regiones de las estrellas pulsantes y que son los responsables de que surjan
inestabilidades pulsacionales. Gracias a estos mecanismos de excitacion, algunos modos de
oscilacion son seleccionados, entre todos los posibles dentro de los espectros de modos p y
modos g, para mantener una amplitud finita y poder ser observados.

Los mecanismos de excitacion de las oscilaciones no-radiales en las estrellas variables
enanas blancas y pre-enanas blancas fueron muy investigados, y se ha confirmado que
este tipo de estrellas es realmente inestable frente a modos g no-radiales debido al meca-
nismo x — . También el mecanismo ¢ fue investigado para explicar las pulsaciones de
las pre-enanas blancas. Aunque existen numerosos tipos de mecanismos de excitacion,
aqui explicaremos particularmente los dos mecanismos de excitacién mencionados, ya que
son los que corresponden a las estrellas que queremos analizar.

Para hablar de ello, primero tenemos que identificar las zonas dentro de una estrella
en donde estos mecanismos son efectivos, y qué efectos influyen para que esto suceda.
Hablaremos también del coeficiente de estabilidad y su relacién con la integral del trabajo.

3.0.1. Zonas de excitacion y de amortiguamiento

Dentro de una estrella pulsante podemos identificar dos tipos de regiones llamadas
regiones de excitacién (driving) y regiones de amortiguamiento (damping). Veamos cémo
identificarlas.

En una estrella, la energia generalmente fluye a expensas de un gradiente de temperatu-
ra desde las regiones centrales hacia la superficie de manera suave y sin impedimentos. Por
supuesto, aparecen constantemente pequenas perturbaciones aleatorias que tienden a difi-
cultar el transporte de la radiacién. La situacién es estable siempre que tales perturbaciones
sean rapidamente amortiguadas, restaurandose el equilibrio.

Cantidades tales como las derivadas de la opacidad y la temperatura afectan el equilib-
rio local. En general, si un elemento de gas en una estrella es comprimido, su temperatura
crece y su opacidad decrece. El incremento de la temperatura tiende a facilitar la salida de
la radiacion hacia las regiones que rodean a dicho elemento, mientras que el decrecimiento
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de la opacidad disminuye la eficiencia con la cual la radiacion es absorbida. A partir de la
primera ley de la termodinamica, un incremento de la temperatura acompanado por una
pérdida neta de calor implica que el material que rodea al elemento en cuestién realiza tra-
bajo sobre dicho elemento de gas. Un argumento similar indica que durante una expansiéon
también se realiza trabajo sobre el elemento que se expande. Asi, cualquier perturbacion
inicial serd rdpidamente amortiguada. El requerimiento de que una region pierda calor
durante una compresién y gane calor durante una expansion es el criterio fundamental
de estabilidad. Cuando sucede lo contrario, y el elemento de masa realiza trabajo sobre
el material en sus inmediaciones durante compresion y expansion, cualquier perturbacion
microscopica puede crecer lo suficiente como para ser observable en una estrella pulsante.

En definitiva, una region que gana calor durante la fase de maxima compresién es una
region de excitacion y, por el contrario, una region que pierde calor en la fase de maxima
compresion es una regiéon de amortiguamiento. Luego, la estabilidad o inestabilidad de
una estrella pulsante surge de la “competencia” entre los efectos de excitacion y amor-
tiguamiento.

Es 1til introducir aqui la integral de trabajo W, la cual se define como el cambio de la
energia total F producido por una estrella simétricamente esférica de radio R,, sobre un
periodo de pulsacién (Unno et al., 1989):

W = f—dt 7§dt/OM* <5N _ %V.F) dM, — ?{dt -, Pu.dS (3.1)

donde F indica la energia total de la estrella:

E= / (—*2+ <I>+U>dM (3.2)

y estd compuesta por la energia cinética, potencial e interna.

Para el caso que estamos trabajando nosotros, la integral de trabajo solo estd dada por
el primer término en el lado derecho de la ecuacion 3.1, ya que consideramos que la presion
se hace cero en la superficie de la estrella. Asi,

M* 1
W o= j{dt/ <5N _ —V.F) dAM,
0 p

ds
- oS o, .
7{ at [T (3.3)

Dado que la ecuacién linealizada de la conservaciéon de la energia nos dice:

dés 1
T—> =6 < EN — ;V.F) (3.4)

se deriva la siguiente forma de integral de trabajo, que es més conveniente para el andlisis
de estabilidad desde un punto de vista lineal:
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v 6T
W= ]{dt ( en — —v F) dM, (3.5)
0

La ecuacion (3.5) establece que el cambio en la energia oscilatoria de una estrella es
causado por los procesos no-adiabaticos en el interior y por el flujo de onda saliente a la
superficie.

Notemos que el trabajo diferencial dW/dr (el integrando de la ecuacién (3.5)) propor-
ciona la cantidad neta de energfa localmente ganada (o perdida) por el material desplazado
durante un ciclo de pulsacién. Un valor positivo de dW/dr en una dada localizacién en
el modelo indica que esta regién contribuye localmente a la excitacién, mientras que un
valor negativo contribuye al amortiguamiento de la oscilacién. En estos términos, W (r)
es la suma de las contribuciones locales. Un valor positivo de W(R,) (o sea W(r) en la
superficie) indica que el modo es globalmente excitado y la estrella es pulsacionalmente
inestable.

La integral de trabajo esta relacionada con la tasa de crecimiento o; de la amplitud de
oscilacion, la cual es la parte imaginaria de la frecuencia o, de la siguiente manera:

L W(R.)/Ew
oy = _iT (36)
donde II indica el periodo.

El signo de o7 nos indicara si la estrella es pulsacionalmente estable o no, ya que
tendremos estabilidad pulsacional (oscilaciones amortiguadas) cuando o; > 0, mientras
que la estrella serd inestable pulsacionalmente (oscilaciones crecientes) cuando o; < 0. Es
por esto que oy es a veces llamado coeficiente de estabilidad.

Como veremos en el Capitulo 4, la integral de trabajo serd considerada en el anélisis
numérico para el calculo de los modos de oscilaciéon no-radiales no-adiabéticos, debido a que
permite obtener la ubicacién de las zonas de excitacion y amortiguamiento en el interior
estelar. Si dW/dr es graficada como una funcién de la posicién en el interior estelar, un
valor positivo de la misma indica una zona de excitacion, y un valor negativo indica una
zona de amortiguamiento.

Existen varias expresiones alternativas de W que son fisicamente equivalentes. Por
ejemplo, en el Capitulo 4 veremos que para el anélisis numérico la forma de W es diferente
a la presentada aqui (3.5).

Por ultimo, y antes de pasar a explicar los mecanismos de excitacion, veamos qué re-
lacion existe entre el agente de excitacion y los periodos observados cuando una estrella
experimenta pulsaciones. En general, ninguna estrella responde a la excitacion en cualquier
periodo arbitrario; el rango de variaciones observadas esta restringido por el mecanismo de
excitacion. Cox (1980) demostrd que el periodo de oscilacién de un modo esta determinado
aproximadamente por la escala de tiempo térmica de la zona de excitacion:

S, CVTdAM,.  CyTM,,
~ Ten(ra) = —a I ~ VL - (3.7)
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donde Cy es el calor especifico por gramo a volumen constante, y M, es la masa interior
a rq, la coordenada radial de la regién de méxima excitacién. En la ecuacién (3.7), la
aproximacion a la derecha es valida si en la regién por encima de la zona de excitacién
la temperatura y el calor especifico son aproximadamente constantes (Mg, es la masa por
encima de la zona de excitacién). Notemos que 7, no es otra cosa que el cociente entre el
contenido de calor en la region por encima de la zona de excitacion y la luminosidad estelar.
Justamente, la ecuacion proporciona el tiempo aproximado que le toma a la estrella radiar
hacia afuera (a través de su luminosidad L) la energia contenida en las capas por encima de
la region de excitacion. Aunque Cox derivé esta relacion para pulsaciones radiales, Winget
(1981) mostré que es aplicable también a pulsaciones no-radiales.

La idea basica implicita en la ecuacién (3.7) es que la energia debe ser modulada de
acuerdo a la tasa a la cual ésta puede ser bloqueada y liberada por la zona de excitacion.
Consideremos la cuestién acerca de cuando una dada zona puede excitar pulsaciones cerca
de un cierto periodo:

= Si la zona de excitacién es muy poco profunda, entonces la escala de tiempo térmica
es mas corta que el periodo de pulsacién (IT >> 7,(rq)). Cualquier exceso de calor
es radiado hacia afuera antes de que la compresién crezca significativamente. Asi, la
zona de excitacion no puede hacer trabajo para crear una oscilaciéon mecanica en la
escala de tiempo en cuestion.

» Si la zona de excitacién es muy profunda (II << 7y, (rq)), entonces el exceso de calor
producido durante la contracciéon no es radiado lo suficientemente rapido durante la
expansion.

Por supuesto, esta relacion es aproximada, y existen otros factores que podrian inter-
venir para limitar las pulsaciones a otros periodos que no son los que predice la relacion
(3.7).

3.0.2. Mecanismo kK — 7y

Bajo ciertas circunstancias, el comportamiento de la opacidad cambia comparado con
lo que describimos mas arriba. Si la opacidad (k) crece durante una compresién, entonces
el calor fluyendo a través de un elemento de masa es atrapado mas eficientemente. Dentro
de las regiones donde ésto se cumple, se realiza trabajo sobre el material circundante.
Asi, estas regiones pueden ayudar a desestabilizar la estrella. Sin embargo, otras regiones,
donde se requiere trabajo para comprimir y expandir el material, tienden a amortiguar
tal desestabilizacion. Una inestabilidad global aparece so6lo cuando el trabajo realizado
por las regiones de excitacion sobrecompensa el trabajo realizado sobre las regiones de
amortiguamiento a lo largo de un ciclo de pulsacion. En este caso, el flujo de calor puede
realizar trabajo mecdanico, y este trabajo es convertido en las pulsaciones que se observan
en las estrellas.
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Este mecanismo de excitacion de las pulsaciones se denomina mecanismo x. Una region
dentro de una estrella excitara pulsaciones a través de este mecanismo si las derivadas de
la opacidad satisfacen la siguiente condicién (Ver Cox, 1980):

d Kp
%[KT+m > 0. (38)
donde
B Olnk
T = olnT )
B Olnk
fo = dlnp /.
y

Aqui S representa la entropfa especifica, k es la opacidad en cm?/g, y las variables 7, p y
T tienen su significado usual. Es importante destacar aqui que la condicién (3.8) es una
condicién necesaria, y no suficiente, para que se exciten pulsaciones.

La ecuacién (3.8) se satisface muy frecuentemente cuando alguna especie quimica den-
tro de una estrella esta parcialmente ionizada. En particular, k1 usualmente crece en la
porcién més caliente (regién interna) de una zona de ionizacién parcial y decrece en la
porcién més fria (regién externa). Asi, la parte interna de una regién de ionizacién puede
excitar pulsaciones mientras que la parte externa tiende a amortiguarlas. El exponente
adiabatico I's — 1 es siempre positivo pero usualmente alcanza un minimo cuando el mate-
rial esta parcialmente ionizado. Esta intensificacién del mecanismo & se llama mecanismo ~.
Fisicamente, el mecanismo ~ representa la conversiéon de una parte del trabajo de compre-
sién en ionizacién adicional de la especie quimica en cuestién. Esto tiende a comprimir mas
el elemento de gas, ayudando a la inestabilidad. La liberacién de esta energia de ionizacién
durante la fase de expansién también tiende a incrementar la pertubaciéon. Dado que los
mecanismos k y 7y ocurren juntos, la inestabilidad causada por efectos de la opacidad y la
ionizacion se conoce como mecanismo K — 7.

Las pulsaciones de las variables Cefeidas y RR Lira, por ejemplo, son excitadas a través
del mecanismo k — v operando dentro de una regién donde el He I (helio neutro) y el He
IT (helio una vez ionizado) tienen abundancias similares. Esta misma zona de ionizacién
parcial es la fuente de inestabilidad de las enanas blancas DBVs (Winget et al. 1983).
Las variaciones observadas en enanas blancas ZZ Ceti han sido atribuidas durante mucho
tiempo a la ionizacién parcial del H (Winget et al. 1982). Sin embargo, recientemente
Goldreich & Wu (1999) han demostrado que las pulsaciones de las ZZ Ceti pueden ser
excitadas a través de un mecanismo distinto relacionado con regiones convectivas eficientes.
Por otra parte, las pulsaciones en estrellas GW Vir o PG1159 pulsantes han sido explicadas
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en términos de una combinacién de ionizacion parcial del C y el O a través del mecanismo

k — 7 (Saio 1996; Gautschy 1997; Quirion et al. 2004; Gautschy, Althaus & Saio 2005).

3.0.3. Mecanismo ¢

La dependencia de la tasa de generacion de energia nuclear con respecto a la tem-
peratura y densidad (ambas positivas) siempre tiene un efecto desestabilizante y ambas
contribuyen positivamente a la integral de trabajo. Esta excitacion es llamada mecanismo
e. Fisicamente, ésto puede entenderse como sigue:

En la fase de compresién, los valores de temperatura y por lo tanto la tasa de generacion
de energia nuclear son sistematicamente mas altos que en el estado de equilibrio, por lo que
la materia gana energia térmica. Durante la expansién, la tasa de generacién de energia
nuclear cae por debajo del valor en el equilibrio y la materia pierde energia térmica. Esta
fase particular de pérdida y ganancia de energia conduce a un crecimiento gradual de las
amplitudes de las perturbaciones.

El mecanismo ¢ trabaja igual tanto para oscilaciones radiales como no-radiales, excepto
que la condicion de atrapamiento de oscilacién en el interior es mas favorable para algunos
modos g por lo que este mecanismo no es muy importante para la pulsacion radial porque la
amplitud de oscilaciéon es mucho més chica en el interior que en la envoltura. La importancia
del mecanismo €, entonces, se enfatiza para los modos g no-radiales sin restriccion alguna
con respecto a un tipo de modelo estelar.

Modos ¢ inestables excitados por este mecanismo han sido encontrados para modelos
de nicleos de nebulosas planetarias (Kawaler, Winget, Hansen & Iben, 1986 , Kawaler,
1988), de enanas blancas calientes (De Gregoria, 1977) y de enanas blancas acretantes
(Sienkiewicz, 1980). Sin embargo, si bien se obtienen modos g inestables, éstos tienen
periodos demasiado cortos con respecto a aquellos observados en estrellas pre-enanas blan-
cas variables (Hine & Nather 1987).
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Capitulo 4
Cdédigo numérico

En este Capitulo describiremos brevemente las caracteristicas principales del cédigo
numérico con el cual analizamos la estabilidad de estrellas pre-enanas blancas.

Describiremos las técnicas numéricas empleadas en nuestro programa para calcular los
modos pulsacionales no-radiales, no-adiabaticos de modelos estelares esféricamente simétri-
cos. También explicaremos la obtencion de los modos no-radiales adiabaticos, que nos
serviran como una primera solucion aproximada para los modos no-adiabaticos.

También incluiremos algunas cantidades relevantes en cuanto al calculo de modos pul-
sacionales en estrellas enanas blancas y pre-enanas blancas.

4.1. Meétodo iterativo

Para encontrar y calcular los modos de pulsaciones no-radiales, no-adiabaticas de un
dado modelo estelar debemos resolver numéricamente un sistema de seis ecuaciones dife-
renciales en variables complejas con las condiciones de borde adecuadas para el centro y
la superficie estelar. En el analisis numérico, es mas conveniente usar las variables y las
ecuaciones adimensionales.

Para resolver el sistema de ecuaciones (2.59) -(2.64) usamos el método de relajacién
usualmente llamado Método de Henyey (Henyey, Forbes & Gould, 1964), el cual es muy
util para calcular evolucién estelar (Kippenhahn, Weigert & Hoffmeister, 1967) y también
puede ser aplicado al problema de autovalores de pulsaciones estelares.

El método se basa en el siguiente procedimiento. Dividimos el modelo en equilibrio en
un numero finito de capas esféricas concéntricas. Esto es equivalente a dividir el dominio
de la variable independiente x en N puntos (z,,n = 1,2,---, N) y tener, de esta manera,
a la estrella dividida en N — 1 capas. En nuestro tratamiento, definimos x; = 1 como la
superficie estelar y xny = 0 como el punto central del modelo.

Luego, reemplazamos el sistema de ecuaciones (2.59) -(2.64) por ecuaciones en diferen-
cias finitas:

v -yl +1/2
m = filly1, Y2, Y3, Ya, Y5, ve, 2] / , A) (4.1)
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coni=1,--,6;5=1,---N —1; A =w?y donde, para una dada cantidad A

A+ A
2

A2 = (4.2)

siendo A7 el valor de la cantidad A en el punto j.
Ahora, podemos hacer:

W —y)) = @7 =) i TN =0 k=16 =1,..., N =1 (4.3)
y llamar a una nueva funciéon G' como
GIA™ 0772 0) = (2! = ) = (@7 = ) L2, 02,0
ik=1,...6 ; j=1,.....N—1 (4.4)

donde, obviamente G7 = 0 si y], y A conforman la solucién del sistema de ecuaciones.
Luego, tenemos:

. N N > W+1) »
1/2 1/2
{ _ (y{+1 y{) i (J}J+1 _ :E]) {(Vg]+1/2 . 3) y{+ / + [Cj+1/2 i _ ng—i—1/21 y%+ / 4
1

. . . . 1
+ V;]]'H/Z y§+1/2 + U%—H/Q y3+1/2}

5 1i+1/2
b= ) - @ =) {0 - AT T (AT
— yitie 4 1) y%'+1/2 A*JH/Q ya+1/2+v ya+1/2} xjilﬂ
= (it = yl) — (9 — o) {(1 _ Uj+1/2) yitV2 | yiH/Q} xji1/2
o= ) = @ ) (U AT T g Ry
n [g(g L1y Uj+1/2vgj+l/2} y§+1/2 _ it ?JZH/Q B Uj+l/221§~+1/2 yéﬂ/z} xji1/2

% _ (y%+1 y?,) . (xj+1 . xj) {Vj+1/2 {Vf;{m (Uj+1/2 . c;1'+1/2 w2) (v]+1/2

. : - . 00 +1 . : -
v]+1/2) +C£+l/2} y{+1/2 + V]+1/2 [Cjil/z w>2 (v]+1/2 V].H/z) B C;+1/21 y%+1/2
1

+Vj+1/2c§+1/2 yéH/Q N vj+1/2vj;i|-1/2 yi+1/2 4+ Vit2yi+1/2 (4 — Kj+1/2) y§+1/2
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1

Li1/2

_yit2ygitl/2 yé+1/2}

Vj+1/2 _ Vj+1/2)

ad

0(e+1) ( — IR Py

é = (yéﬂ yé) - (37j+1 - xj) { Vi+1/2

i+1/2
ARG

U2 2542 g VJ+1/2 c§+1/2 Iy
€ad 3 —(e+1) Vit1/2 +Cj+1/2 9 Y2 +
1 w

v]+1/2

j+1/2 Cy+1/2vj+1/2

- Vi+1/2 ad

00 +1) g P [T e

e+ i w AT a2 dIn LR| j41/2 1
ViHL2N 412 4 Ys dln g 912 Ye i1z

Las condiciones de borde externas pueden ser expresadas como (Unno et al. 1989):

o0+ 1) 1 o+ 1) 1
(C+ 1Ly +ys =0 (4.6)
(2 4VaaV ")yl +4VaaV" (43 — 3) +4 43 —yb = 0 (4.7)
y—1=0 (4.8)

donde la ultima ecuacion es la condicién de normalizacién. Podemos escribirlas como:

Slzyi{u [6(6:1) —4— A] Vl}—y;+y§{1+ [W;Ll) —6—1] %}: (4.9)

Sy =(+1)y;+y; =0 (4.10)
Sy =(2-4Vi,V )y +4VL V! (3 —yd) + 4yl —yg =0 (4.11)
Sy=y —1=0 (4.12)

Las condiciones de borde centrales pueden ser expresadas como (Unno et al. 1989):

Ny — Yy =0 (4.13)

14 yév — yiv =0 (4.14)
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=0 (4.15)

Y podemos escribirlas como:

Cr=cNw?yl —tyY =0 (4.16)
Co=y3 —yp =0 (4.17)
Cz3=yY =0 (4.18)

De esta manera, tenemos un sistema de 6(N — 1) ecuaciones en diferencias finitas
que surgen de las seis ecuaciones diferenciales lineales (2.59) - (2.64). Estas ecuaciones
en diferencia finitas son entonces consideradas como ecuaciones algebraicas lineales para
6N + 1 incégnitas (y y A). Las seis condiciones de borde (tres en el centro y tres en la
superficie) més la condicién de normalizacién en el punto mas externo de la grilla, junto
con las 6(N — 1) ecuaciones algebraicas en diferencia, conforman un sistema de 6N + 1
ecuaciones algebraicas con 6N + 1 incégnitas. Asi, los autovalores w? y las autofunciones
correspondientes, y;(x,) son obtenidas en forma simultdnea, y de aqui la ventaja de este
método con respecto a otros.

Con el objeto de resolver el sistema de ecuaciones mencionado, suponemos ahora que
tenemos una solucién aproximada para el sistema y queremos mejorarla iterativamente. Si
esta solucién no se aleja demasiado de la solucién exacta del sistema podemos entonces
desarrollar las ecuaciones en las correcciones para los valores de las autofunciones para
cada punto de la grilla y también para el autovalor A\, manteniendo sélo los términos de
primer orden. De esta manera obtenemos un sistema lineal de ecuaciones en el cual las
incégnitas son las correcciones dy;, 0.

Presentamos aqui el sistema algebraico de ecuaciones para las correcciones a primer
orden, el cual puede ser expresado en forma compacta como:

g—j’“ Syi + gsk Syd % SA=-S, k=1,234 (4.19)
1

oGI oGI oG, 0GI 1, e

o 5y{+-~-+ayé. 5yé++a]+15] + - ~-+a]+159 D\ oA =—G7 (4.20)

i=1,2--6 j=12-- N—-1

oC,
oy

3N5N+55A— ~C, 1=1,2,3 (4.21)

Aqui, dy] son pequenas correcciones a las autofunciones y; en el punto j y oA es la
correccion al autovalor A. Sy, G7, C; son los valores de las ecuaciones en diferencia evaluadas
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en la solucién a ser mejorada iterativamente. Obviamente, en la soluciéon exacta ellas deben
ser 0.

Ahora debemos resolver el sistema de ecuaciones. A priori, éste parece ser demasiado
grande como para resolverlo usando la inversa de la matriz. Pero muchos elementos en los
coeficientes de la matriz son cero. En efecto, esta gran matriz tiene elementos no nulos
sélo en bloques localizados sobre la diagonal y en la tltima columna (correspondiente a
las derivadas con respecto al autovalor). Haciendo uso de esta propiedad caracteristica,
utilizamos un algoritmo especifico para invertir la matriz y el problema se resuelve de una
manera mucho mas sencilla.

Para resolver el primer bloque de la matriz (superficie estelar), evaluamos las ecuaciones
(4.19) para k = 1,2, 3,4 y la ecuacién (4.20) parai=1,---,6y j = 1.

os, ... ... 85 oy
dyy o ! 0 .
98y .. ... 0% .. :
8y]11 8yé1 0 0 X
dG! oGt aa! aG! e
8y} 8yé 8y% 8y§ -
: 2
591
2
53/2
S : 3 o 3 ¢
0Gg .. ... 9Gg 9Gg = 9Gg Y3
Oy dyg O B o3
_ 95 _
0 0 ohY S 5.2
: : : : Ys
0 0 - % — 54 Su2
_ 06 _a6p 96 Yo
= g2 g2 E)Y 1 (4.22)
: oA
e 1
_ Y% _ G&e . 956 Gl
oy? oy? O\ 6

Ahora, ponemos la “incégnita”’ de este primer bloque como combinacién lineal de dy2,
dyz, 6\, 1. Definimos aqui a los vectores Uy , V, , W,y X, (s =1,---,6 N — 8), los cuales
contienen los coeficientes de dicha combinacion, de la siguiente manera:
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oYy

: o Vi W Xy 5?/?

Uy Vo Wy X,

) : : : : 5y§

oy | = | - (4.23)
. . . . 5)\

oyt : : : :

: U Vio Wio Xio 1
o3

Insertando esta ultima expresiéon en el sistema (4.22)y cancelando el vector (4 x 1)
obtenemos:

951 ... ... 951 . 0

Ay 2 a o i W Xy
: D : : : : Uy Vo Wy Xy
%......% 0o --- 0 : : : :
vy Vg
oGy .. ... 96 oap oGy : : : :
8y% 8yé 8y1 8y4 . . . . =
9Gg .. ... %G 9G;  BGq Uo Vie Wio Xio
oys oy} oy3 y3
0 0o -%& -5
0 0 -9 -5
_ 96y 96 9G _ m
= 0y3 g oA 1 (4.24)
_ oGk Gy oGk
dyz g oA 6

Resolviendo los cuatro sistemas lineales que quedan aqui, podemos calcular de manera
sencilla los elementos de los vectores U, , V, , W,y Xj.

Ahora, evaluando la ecuacién (4.20) y luego de algunas manipulaciones algebraicas,
podemos expresar un bloque general de la matriz para ¢ = 1,---,6 ; j = 2,--- N — 2
(interior estelar) y obtendremos:
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Usj—1 Vej—1 Wej—1 Xej—1 5yg+1

oy
5yl Usj  Voj  We  Xej »
sy L : : oys"
5y]+1 - : : : : (4.25)
g o A
6y3+1 : . . .
Usj+a Voj4a Wejra Xejra 1
donde los coeficientes Us;j_1, - - -, Xg;44 se calculan resolviendo:
o B oGI aG] G aG]
1Pl gyt 8y”1 8y”1 83/“1 Usj—1 Vsj-1 Wejim1 Xej—1
: : Us; Ve, W, Xe;
o3 oGl oGl oGl 9G] Usjta Vojra Wejra Xejia
6 6 8y{+1 8y§+1 8y]+1 8yi+1
e oGd j
o ayJJrl - W}ll - E{ - 'Y{
= f |
86” 5Gj j ' j
- W - aym — % — 7
donde los coeficientes o , 3/ , € , v/ coni=1,---,6yj=2,---, N —2 estén definidos
COmo:
: oG] oG oG oG] oG
J 7
o = &yg +U6J 5a j +U6] a i +U63 a i a j
: oG] oG oG] oG] oG
o= ayéH/ﬁ”aJH/ﬁj af+v6j aJH/ﬁ”aJ (4.27)
: oG oG] oG oG oG]
i . i
€ = a)\—FWGJE)a]‘i_WG] 8]+W6]38]+W6J25yi
: e e 0GI 0GI
J J 7
Y = G +X6j 5a ; +X6j a i +X6] 3a 7 + 6j—2731-

Finalmente, para el punto central del modelo tenemos que evaluar (4.20) para i =
1,--6;j=N-—1y (4.21) para l = 1,2, 3. Usando la ecuacién (4.25) con j = N — 2 para
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tener las correcciones syl ', oy, Syl 6yt en términos de oyt Syt oM,
1, y luego de ciertas manipulaciones algebraicas obtenemos el siguiente sistema, en forma
matricial:

N-1 ,N—1 0GN~! acy ' N1 N-1 N—1
a e .« e E -
1 1 8y{v ayé\r 1 5y5 M
N-1
0Ys
N
N-—-1 N—1 5?/1
Q-1 pgN-1 9Gg oo .. 96 N-1 ) = N1 (4.28)
6 6 oyN oy 6 : — Y
0 0 oC, .. ... 9C 90y :
oy oy ox Syl - O
9Cy ... ... 9Cy  9C S -
0 0 oy oy X Cs
donde los coeficientes o ™, B 1, AN "1 N1 se calculan usando (4.27) con j = N —
1; ¢ = 1,---,6. Luego, aplicando la matriz inversa a éste ultimo sistema matricial de

ecuaciones (4.28) se obtienen las soluciones para el punto mas central de la grilla, es decir,
obtenemos las correcciones para las autofunciones en el centro de la estrella (5 = N) junto
con la correcion al autovalor y dos de las correcciones correspondientes al punto siguiente
externo de la grilla N — 1 (5yév ~1y 0y 1). Estas dos tltimas correcciones halladas sirven
como “enganche” entre los puntos N y N — 1, ya que a partir de éstas, y resolviendo la
ecuacion (4.25) obtenemos el resto de las soluciones para el punto N — 1. Con el mismo
procedimiento, obtenemos sucesivamente las soluciones evaluando (4.25) con valores de j
sucesivos decrecientes (j = N —2,---,2). Para la superficie, una vez calculadas a través de
(4.25) las correcciones dy2 y dy2 (j = 2), calculamos las correcciones que faltan con (4.23),
completando de esta manera las correcciones para el autovalor y las autofunciones para el
modelo completo.
Insertando las soluciones halladas en las ecuaciones:

yro= g4y i=1,-6; n=1--N

A= A+8) (4.29)

obtenemos los valores corregidos para y? y A, siendo 7 y A las soluciones aproximadas
a nuestro problema que asumimos conocidas y con las que comenzamos el método iterativo.

A menos que el sistema de ecuaciones sea lineal en todas las variables dependientes y!
y A, las soluciones y' y A corregidas no serén las soluciones verdaderas de las ecuaciones
(4.1), (4.5)-(4.8) y (4.13)-(4.15) sino que simplemente son mejores aproximaciones. Como
el sistema de ecuaciones para las oscilaciones no-radiales, no-adiabaticas no es lineal en
términos del autovalor w (frecuencia de oscilacién), tenemos que iterar el proceso hasta
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que todas las correcciones dy;* y o\ sean lo suficientemente chicas, dependiendo de un
cierto valor de tolerancia predeterminado en el programa numérico (se pide que el valor
absoluto de las correcciones sea menor que la tolerancia para detener la iteracion).

Como vimos, para utilizar el método de iteraciéon es necesario comenzar con auto-
funciones y autovalores aproximados a la solucién verdadera. La covergencia del método
depende de cuan buenas sean las soluciones iniciales. Existen varios métodos para encon-
trar una buena solucién inicial en este tipo de problemas (Ver Unno et al.1980). En nuestro
caso, hemos elegido las soluciones adiabaticas reales como soluciones aproximadas del prob-
lema no-adiabatico. Esto es, hicimos corresponder a la parte real de las cuatro primeras
autofunciones la solucion adiabdtica, considerando nulas las respectivas partes imaginarias,
mientras que a las dos ultimas autofunciones iniciales las consideramos cero. La parte real
del autovalor inicial se corresponde con el autovalor adiabatico. Luego, nuestra solucion
aproximada esta dada por:

7 = wyi(ad) + 10 Ty = y2(ad) + i0 75 = ys(ad) + i0
U, = valad) +i0 ¥s = 0+10 Te = 0+ 10
Y = Mad) +i0 (4.30)

4.1.1. Obtencién de las soluciones adiabaticas del problema

Para hallar las soluciones adiab&ticas, las cuales seran las soluciones iniciales para
comenzar a trabajar con el método iterativo recién explicado, usamos el cédigo adiabético
de pulsaciones (A.H. Cérsico 1998), el cual estd acoplado al cédigo de evolucién estelar
desarrollado por el Grupo de Evolucién Estelar y Pulsaciones del Observatorio de La Plata
(Ver Althaus et al. 2005, y referencias dentro del mismo). Dicho cddigo evolutivo calcula la
evolucion de estrellas de masas bajas e intermedias, desde la Secuencia Principal de Edad
Cero (ZAMS), pasando por la etapa de pulsos térmicos y nebulosas planetarias hasta llegar
finalmente al estadio de enana blanca; con lo cual disponemos de modelos de enanas blancas
y pre-enanas blancas que han sido calculados de manera autoconsistente considerando la
historia evolutiva previa de la estrella. Es importante destacar que los calculos pulsacionales
adiabaticos estan basados en modelos evolutivos de enanas blancas y pre-enanas blancas
construidos en base a una muy detallada descripcién fisica del problema.

Ahora, describiremos brevemente como el cédigo de pulsacion y evolucion funcionan
juntos. Primero, se elige un intervalo de T.g asi como también el rango de periodos a
ser considerados. El cédigo evolutivo calcula los modelos hasta que el primer borde del
intervalo en T elegido es alcanzado. A partir de aqui, el programa llama a la rutina que
busca los modos adiabéticos de pulsacién (a través del método del discriminante, ver Unno
et al. 1989), la cual comienza a barrer el intervalo de periodos considerado. Cuando un
modo es encontrado, el programa genera una soluciéon aproximada para las autofunciones
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y el autovalor adiabéticos, la cual es entonces mejorada iterativamente mediante el método
de tipo Henyey. Una vez que el célculo del modo es terminado, el programa comienza
a buscar modos nuevamente, y ésto se repite hasta que el rango de periodos haya sido
completado. Asi, el programa ha terminado de calcular los modos correspondientes al
intervalo de frecuencias para el primer modelo evolutivo considerado. A continuacion, el
cédigo evolutivo genera el modelo estelar correspondiente a la siguiente T.g y el programa
llama a la rutina de pulsaciones adiabaticas, pero esta vez sin realizar una busqueda de
modos, ya que utiliza los modos ya calculados (autovalores y autofunciones de cada modo)
para el modelo anterior como soluciones iniciales del método iterativo, la cual sera mejorada
iterativamente hasta obtener los modos para el modelo considerado. El proceso entero es
repetido automaticamente hasta que se complete el rango de T.g considerado.

Finalmente, estas soluciones adiabaticas son usadas en nuestro cédigo de pulsaciones
no-adiabaticas como soluciones iniciales aproximadas.

4.2. C(Cddigo de pulsaciones no-radiales, no-adiabaticas

El c6digo numérico, escrito en FORTRAN 77, esta compuesto de un programa principal, el
cual contiene béasicamente las llamadas a las rutinas que calcularan los modos no-radiales,
no-adiabaticos.

Lo primero que hace el programa es tomar un dado modelo estelar, para el cual se le
han calculado los modos adiabaticos, y contar el nimero de modos adiabaticos que hay,
luego leer los mismos. En nuestro programa esta lectura del conjunto de modos adiabaticos
estd hecha desde el centro de la estrella hasta la superficie. Luego de leer los modos
adiabaticos y calcular todos los parametros fisicos relevantes para el calculo de modos
no-adiabaticos (a partir de los datos del modelo que fueron calculados con el cédigo de
evolucién), se llama a una rutina, la cual calcula los modos no-adiabéticos.

Para calcular los modos no-adiabaticos, se utiliza el método iterativo explicado en la
seccion 4.1, de la siguiente manera. Una vez leidos los modos adiabaticos, los cuales se
calculan segiin lo explicado en la seccion anterior, el programa utiliza a los mismos como
soluciones aproximadas a las soluciones no-adiabaticas y comienza el proceso iterativo. Esto
se hace hasta completar el niimero de modos adiabaticos que se encuentran para un modelo
estelar dado. Cuando el programa finalizé la iteracion de todos los modos adiabaticos de
un dado modelo estelar, continiia con el siguiente modelo que se encuentra dentro de la
secuencia de modelos considerados, iterando nuevamente los respectivos modos adiabaticos.
Y asi sucesivamente hasta completar la secuencia de modelos estelares.

Recordar que las soluciones adiabaticas fueron calculadas para una cierta secuencia
de modelos evolutivos, debido a que el cédigo de pulsaciones adiabaticos estd acoplado al
c6édigo de evolucién estelar. Por lo tanto, nuestros modos no-adiabéticos se corresponden
con esos mismos modelos. Es decir, la eleccion de los modelos que utilizaremos para estudiar
las pulsaciones ya fue realizada al calcular los modos adiabaticos, y aqui sélo resta iterar
esta solucién hasta hallar los modos no-adiabaticos.

El c6digo de pulsacién nos proporciona (para cada modelo estelar) la autofrecuencia adi-
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mensional wy, , siendo k el orden radial del modo, y las autofunciones y1, y2, 3, Y4, ¥s, Y- A
partir de estas cantidades, el cdigo computa los periodos de pulsacién (Py) no-adiabaticos.

Para determinar cudles de todos los modos calculados por el codigo son pulsacional-
mente inestables, se calcula el llamado coeficiente de estabilidad normalizado, que esta de-
finido como:

n=—o1/or (4.31)

siendo o1 = (o) y or = (o). Dicho coeficiente se obtiene como solucién de las ecuaciones
de pulsaciones no-adiabaticas. Este coeficiente nos permite determinar cuales modos son
inestables (es decir, modos con 1 > 0).

Nuestro cédigo numérico también calcula la integral de trabajo. Como fue explicado en
el Capitulo 3, dicha integral es importante debido a que nos indica las zonas de excitacion
y de amortiguamiento dentro de la estrella. En este caso, para trabajar numéricamente
utilizamos la expresién de la integral de trabajo de Lee & Bradley (1993) :

T Cp
A partir de la integral de trabajo W (r) es posible calcular una tasa de crecimiento
integral, w (trabajo diferencial), segun

W(r) = 7T/OT pT Cp <5T 65) r2dr (4.32)

1 W(R.)

donde R, es el radio estelar y Fy;, es la energia cinética de oscilacién normalizada, dada
por:

02 (R« _,
Ban =5 [ |EPpridr (4.34)
2 Jo
siendo £ el autovector desplazamiento (complejo) y or = R(0).

Usualmente se cumple que w ~ 7.

Otra cantidad que es escrita en el programa numérico de modo diferente al mostrado
anteriormente es la frecuencia de Brunt-Viisila. La prescripcion que debe emplearse para
evaluar la frecuencia de Brunt-Véiséld (V) en enanas blancas y pre-enanas blancas esta da-
da por el tratamiento de Ledoux modificado (ver Tassoul et al. 1990). Este tratamiento es
esencial para evitar los ruidos numéricos tipicos que aparecen cuando se emplea la expresion
bésica para N, que tienen origen en la alta degeneracion electréonica en el nicleo de una
enana blanca o pre-enana blanca. En este tratamiento numérico los efectos de cualquier
cambio en composicién (gradientes de composicién quimica) sobre N estédn contenidos casi
exclusivamente en el término de Ledoux B; este hecho hace que el método sea particular-
mente util para inferir la influencia relativa que cada gradiente de composicién tiene sobre
las propiedades de atrapamiento de modos de un dado modelo estelar. De hecho, cada
region de transicion quimica produce una clara y distintiva caracteristica en N, la cual es
generalmente responsable de las propiedades de atrapamiento de modos del modelo.

Especificamente, la frecuencia de Brunt-Vaisala se calcula segin:
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1 dink;

2
N=9PXT (g, VB | B——— | 4.35
Y (Vaa ) XT;XXl Iy (4.35)
siendo
Olnp Jlnp Jlnp
AT l@lnT]p Xp l@lnp}T XX [6lnXZ- T X0 ( )

La cantidad X; representa la abundancia fraccional de la especie quimica .
A modo explicativo, presentamos en la Figura 4.1 el siguiente esquema, el cual resume
de qué manera trabaja el cédigo numérico de pulsaciones no-radiales, no-adiabaticas.

CODIGO EVOLUTIVO | ——= | CODIGO ADIABATICO

Modelo Solucioén
estelar adiabatica

PROGRAMA
NO-ADIABATICO

l

Toma un modelo
(W)
] ]

Define los parametros Lee la solucién adiabatica
del modelo estelar M

Calcula la solucién no-adiabatica,
a través del método iterativo

Termind de calcular

M=M+1|— — | M= MMAXIMO? | — @ﬂ los modos de todos
los modelos estelares

Figura 4.1: Diagrama esquematico que indica el flujo de cémo trabaja el cédigo de pulsaciones no-radiales,

no-adiabatico.
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Capitulo 5

Aplicaciones del Cédigo Numeérico:
Estrellas PG1159 pulsantes

En este Capitulo presentaremos los resultados obtenidos al aplicar el cédigo de pul-
saciones no-radiales, no-adiabaticas a modelos de estrellas pre-enanas blancas (PWDs)
PG1159 pulsantes. Primero daremos una breve descripcion acerca de las principales car-
acteristicas de este tipo de estrellas, y luego mostraremos lo que obtuvimos al realizar el
analisis de estabilidad.

Queremos enfatizar que nuestro objetivo aqui no es hacer un estudio exhaustivo de las
propiedades de estabilidad pulsacional de las estrellas PG1159. En lugar de esto, nuestra
intencién es aplicar nuestro cdédigo numérico a este tipo de estrellas y evaluar su fun-
cionamiento.

5.1. Caracteristicas principales de las PG1159s

La familia de estrellas pre-enanas blancas PG1159 esta definida espectroscépicamente
por el dominio de lineas He I, C IV y O VI (algunas veces se observan también lineas de N
V) y una fuerte deficiencia de hidrégeno. En porcentaje, las especies quimicas dominantes
en la superficie son: helio con un ~ 42% , carbono con ~ 43% y oxigeno con ~ 15%
(Werner et al. 1997) lo cual caracteriza la composicién quimica superficial bastante inusual
de este tipo de estrellas.

Se conocen aproximadamente 32 miembros de esta familia, de los cuales casi la mitad se
encuentran inmersos en una nebulosa planetaria. El rango tipico de temperaturas efectivas
de las estrellas PG1159 se da entre 80000 < T.g < 180000K y sus gravedades superficiales
se encuentran entre 5,5 < logg < 8,0.

Evolutivamente, se cree que estas estrellas son las descendientes de estrellas post-AGB
que, luego de experimentar un pulso térmico muy tardio (VLTP) al comienzo de la se-
cuencia de enfriamiento de las enanas blancas (WDs), retornan a la AGB y finalmente
evolucionan en los centros de nebulosas planetarias como estrellas PWDs deficientes en
hidrégeno en el escenario llamado born-again (Fujimoto 1977; Schénberner 1979; Iben et
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al. 1983). Célculos evolutivos recientes del escenario born-again, incorporando overshoot-
ing convectivo reproducen muy bien la composicién atmosférica de las estrellas PG1159
(Herwing et al. 1999, Althaus et al. 2005).

Las estrellas pulsantes PG1159 (o GW Vir) constituyen una de las mdas cautivantes
clases de estrellas variables ya que representan la conexion evolutiva entre las estrellas
frias y muy luminosas de la AGB, y las estrellas calientes dentro del grupo de estrellas
compactas WDs. Desde el descubrimiento de su estrella prototipo PG1159-035 (McGraw
et al. 1979), las estrellas GW Vir han sido el foco de numerosas observaciones y estudios
tedricos. Actualmente se conocen once estrellas variables de este tipo, seis de las cuales
estdn asociadas a nebulosas planetarias (llamadas usualmente PNNV: Niicleos de Nebu-
losas Planetarias Variables) y tienen bajas gravedades superficiales (logg < 7), y altas
luminosidades. Los otros objetos, para los cuales no se encuentran nebulosas en los alrede-
dores, son a veces llamadas estrellas DOV o estrellas GW Vir “desnudas” (naked) y tienen
altos valores de gravedades superficiales (logg > 7) y bajas luminosidades.

Este tipo de estrellas variables tienen bajas amplitudes de pulsacion, y son pulsadoras
multiperiddicas. Los periodos observados ocupan un rango de 5 a 30 minutos. Debido a
estas largas duraciones en los periodos, las pulsaciones deben atribuirse a modos g de orden
radial intermedio-alto.

Un problema asociado con las estrellas GW Vir esta relacionado con el mecanismo de
excitacion para las pulsaciones y, en particular, la composicién quimica de la zona de ex-
citacién. En los trabajos pioneros con respecto a este tema (Starrfield et al. 1983,1984,1985;
Stanghellini et al. 1991) se encontr6 que las pulsaciones en modos g con periodos de
~ 500 s podian ser excitadas en los modelos PG1159 por el mecanismo k asociado con la
ionizacion parcial de carbono y oxigeno; pero a pesar de haber hallado el mecanismo deses-
tabilizante correcto, los periodos de los modos excitados eran demasiado cortos en relacién
a los periodos observados en este tipo de estrellas. Sumado a esto, sus modelos requerian
que para que una region sea capaz de excitar pulsaciones debia tener muy poco helio.
Este dltimo requerimiento conduce a la suposicion de la existencia de un gradiente en la
composicién quimica, de manera de compatibilizar la pobreza en helio que tendria que
haber en la zona de excitacién dentro de la envoltura, con las capas atmosféricas ricas
en helio. Més recientemente, y en claro desacuerdo con las conclusiones de los trabajos
citados previamente, los calculos de Saio (1996), Gautschy (1997), Quirion et al. (2004) y
Gautschy et al. (2005) demostraron que las pulsaciones en modos ¢ en el rango de periodos
observados en estrellas GW Vir podrian ser excitadas sin ningin inconveniente en modelos
de estrellas PG1159 con una composicion quimica uniforme en la envoltura, compatible
con las abundancias fotosféricas observadas.

A continuacién presentamos la Tabla (5.1) que muestra pardmetros conocidos de ocho
estrellas PG1159 pulsantes, adaptada de Quirion et al. (2004), donde los datos han sido
extraidos de los siguientes trabajos:

* Werner et al.(1997), Miksa et al. (2002)
b Dreizler & Heber (1998)

¢ O’Brien et al. (1998)

4 Winget et al. (1991)
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Cuadro 5.1: Parametros de ocho estrellas PG1159 pulsantes

Nombre . 103K | logg® | M° [Ma] | Periodos observados [s]
PG 01224200 80 7,5 0,50 336 — 612¢

PG 1159-035 140 7,0 0,53 430 — 8407
PG1707+427 85 7,5 0,52 336 — 942°

RXJ 211743412 | 170 6,0 0,70 694 — 15307

PG 21314066 95 7,5 0,55 339 — 5989

HS 2324+3944 | 130 6,2 0,55 2005 — 2569"

K1-16 140 6,4 0,50 1500 — 1700

NGC 246 150 2,7 0,70 1460 — 1840/

¢ Fontaine et al. (1991)

F Vauclair et al. (2002)

9 Kawaler et al. (1995)

" Silvotti et al. (1999)

¢ Grauer et al. (1987)

J Ciardullo & Bond (1996)

5.2. Detalles del analisis numérico

Los modelos estelares utilizados para el analisis de estabilidad de estrellas PG1159
fueron calculados con el codigo de evoluciéon mencionado en el Capitulo 4 y estan descriptos
en Althaus et al. (2005). Dicho cddigo contiene todos los requerimientos necesarios para
generar la evolucién de enanas blancas post-AGB deficientes en hidrégeno, teniendo en
cuenta un tratamiento completo y detallado de los procesos fisicos que conducen a la
formacion de tales estrellas.

Debido a este afortunado hecho, nuestro andlisis de pulsacion esta basado en modelos
estelares evolutivos que tienen en cuenta la evolucién completa de la estrella progenitora.
Althaus et al. (2005) calculan la evolucién de una estrella desde la Secuencia Principal de
Edad Cero (ZAMS) cuya masa inicial es de 2,7M, y cuya composicién quimica inicial es la
solar (X = 0,705, Y = 0,275, siendo X e Y las abundancias quimicas del hidrégeno y del
helio, respectivamente). Dicha estrella pasa por los estadios de quema de hidrégeno y helio
en el nicleo y se dirige hasta el extremo de la AGB donde tienen lugar los pulsos térmicos
de helio. Luego de experimentar 10 pulsos térmicos y como resultado de una fuerte pérdida
de masa, el progenitor abandona la AGB y evoluciona hacia altas T,g, donde experimenta
un dltimo pulso térmico ( VLTP) durante la fase temprana de la secuencia de enfriamiento
de las enanas blancas, obteniendo aqui el episodio born-again (Bloker 2001), donde la
mayor parte de envoltura de hidrégeno residual es consumida. Luego de la ocurrencia de
un doble loop en el diagrama HR, la ahora estrella deficiente en hidrégeno, de 0,59M
evoluciona a luminosidad casi constante hacia el dominio de las estrellas PG1159 con
una composicién quimica superficial rica en helio, carbono y oxigeno (*He, 2C, 60) =

95



(0.306,0.376,0.228). Esto estd en buen acuerdo con los datos de abundancias superficiales
observadas en las estrellas pulsantes PG1159 (Dreizler & Heber 1998, Werner 2001). En la
Figura 5.1 graficamos el perfil de abundancias quimicas para un modelo con log Teg = 4,95
y log L/Ls = 1,23 en el cual la estrella, que corresponde al grupo de GW Vir de baja
luminosidad, ya se encuentra en la secuencia de enfriamiento de las enanas blancas. Dicho
perfil quimico es representativo de toda la secuencia de modelos estelares empleados aqui.

0.8

07 [
06 |

05 |

04}

03}

0.2

0.1

_0.1 Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12

-Log(1-M,/M.)

Figura 5.1: Perfil de abundancias quimicas (X;) para uno de nuestros modelos calculados, considerando
una estrella de masa 0,59Mq; log(Teg) = 4,95 y log(L/Le) = 1,23. Podemos observar que las abundancias
permanecen constantes desde —Log(1 — M,./M,) ~ 2 hasta la superficie. En particular en dicha regién el
helio alcanza un valor de ~ 0,3.

Las opacidades radiativas utilizadas fueron las dadas por las tablas de OPAL, las cuales
son las opacidades mas nuevas disponibles y pueden dar cuenta de un amplio rango de
metalicidades, incluyendo las composiciones ricas en oxigeno y carbono (Iglesias & Rogers
1996) y complementadas, a bajas temperaturas, con las opacidades moleculares dadas por
Alexander & Ferguson (1994). Con respecto a las opacidades, es importante mencionar que
a partir de la nueva generacién de datos de opacidad (las opacidades de OPAL) surgieron
estudios sobre la influencia de las mismas en cuanto a la excitacién de las pulsaciones
de las GW Vir (Saio 1996 ; Gautschy 1997), encontrando resultados diferentes a los que
se conocian previamente basados en opacidades desactualizadas. En particular, se encon-
tré que no es necesaria la existencia de un gradiente en la composicién quimica entre la
zona de excitacién y la superficie, como se creia hasta entonces. Esto es, no es necesario
que la zona de excitacion sea pobre en helio para que las estrellas PG1159 pulsen.

De toda la secuencia evolutiva recién explicada, para estudiar y analizar la estabilidad
de las estrellas PG1159 consideramos la secuencia de modelos de 0,59M, que van desde
las fases tempranas de evolucién a luminosidad constante (un poco antes de que se alcance
el méximo en la T,z para estas estrellas, siendo T/§* ~ 176500K) hasta el comienzo
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de la secuencia de enfriamiento de las WDs, esto es, cuando los modelos evolucionan a
aproximadamente radio constante. Es decir, sélo consideramos la secuencia de modelos
estelares que corresponden al rango de T.g entre 180000K > T.x > 80000k, los cuales
comprenden 313 modelos estelares.

Los mismos modelos evolutivos de estrellas PG1159 empleados en esta Tesis fueron
estudiados en el trabajo de Gautschy et al. (2005). Esta afortunada circunstancia nos
permitird comparar nuestros resultados con los de aquellos autores. Las diferencias que
obtengamos seran debidas exclusivamente al empleo de cédigos de pulsacion diferentes.
Dicha comparacion nos servird para tener una idea acerca del funcionamiento de nuestro
céddigo.

Para nuestro analisis, hemos computado periodos de modos ¢g no-adiabéticos en el rango
de 150 < Pls| < 2000 y so6lo consideramos modos no-adiabéticos dipolares, esto es modos
de grado armoénico ¢ = 1. Esto ultimo se debe a que los periodos observados en las estrellas
PG1159 pulsantes han sido identificados con ¢ = 1 y sélo se observé una estrella con
periodos identificados con ¢ = 2. Por otro lado, Gautschy et al.(2005) hicieron un analisis
para ¢ = 2, el cual no presenta diferencias cualitativas en cuanto a los resultados obtenidos
para modos con £ = 1.

Dado que el transporte de energia convectivo no es muy importante en las envolturas
de las estrellas PG1159, hemos despreciado completamente los efectos de la conveccion en
el analisis computacional de la estabilidad.

En nuestro estudio, s6lo analizamos el mecanismo k—-, por lo que no vamos a considerar
el mecanismo ¢ explicado en el Capitulo 3 como posible mecanismo de excitacion de este
tipo de estrellas. Es decir, no nos interesa detectar inestabilidades debidas al mecanismo
€, v esto se debe a que las predicciones tedricas obtenidas considerando dicho mecanismo
no coinciden con lo observado porque predicen modos inestables de periodos muy cortos
(Hine & Nather 1987). Para ello, en nuestro cédigo numérico forzamos a cero los términos
nucleares en las ecuaciones de estabilidad: ey, .4 y €s.

Para resolver el sistema de ecuaciones de pulsaciones no-radiales, no-adiabaticas con
el método ya explicado en el Capitulo 4, hemos empleado ~ 2800 puntos para dividir el
dominio de la variable x (recordar que x = RL) Con respecto al método iterativo que calcula
los modos no-adiabaticos, los criterios de tolerancia adoptados para decidir si seguimos
iterando o cortamos el proceso son : €; = 1 x 107!°, que controla las méximas correcciones
en el autovalor y en las autofunciones, y €5 = 1 x 107!, que controla que las funciones
(4.4), (4.9)-(4.12) y (4.16)-(4.18), definidas en el Capitulo 4 sean aproximadamente nulas
(recordar que si estas funciones eran nulas estabamos en presencia de la solucién exacta
del problema). Con estas tolerancias, observamos que el método converge a las soluciones
no-adiabaticas en aproximadamente 7 u 8 iteraciones.

Por tultimo y antes de pasar al andlisis de estabilidad, mostramos en la Figura 5.2 un
diagrama de propagacion, que muestra las frecuencias de Lamb (L,) y de Brunt-Véisald (V)
en funciéon de —Log(1 — %’“) La Figura corresponde al mismo modelo considerado en la
Figura 5.1 y estd caracterizado por log(Teg) = 4,95 y log(L/Ls) = 1,23 .

Este modelo se encuentra en los inicios de la secuencia de enfriamiento de las WDs.
Podemos observar que la frecuencia de Brunt-Vaisdla muestra valores mayores en las re-
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Figura 5.2: Diagrama de propagacién correspondiente a una estrella de masa 0,59Mq; log(Te) = 4,95 y
log(L/Lg) = 1,23. La curva sélida muestra la frecuencia de Brunt-Viiséla (N) y la curva de trazos indica
la frecuencia de Lamb (L), para £ = 1. Podemos observar que la frecuencia de Brunt-Viisild muestra
valores mayores en las regiones mas externas de la estrella que en las regiones centrales de la misma.
De esta manera, las regiones de propagacion P y G, en donde los modos p y g respectivamente pueden
propagarse, estan claramente separadas. Entre ambas regiones, se encuentra la regiéon evanescente, en la
cual no puede haber propagaciéon de modos.

giones mas externas de la estrella que en las regiones centrales de la misma, y de esta
manera las regiones de propagacion P y G, en donde los modos p y g respectivamente
pueden propagarse, estan marcadamente divididas. La region evanescente corresponde, co-
mo lo hemos mencionado en el Capitulo 1, a las regiones donde el niimero de onda radial
k. es imaginario y por lo tanto los modos no se propagan aqui. Como era de esperar,
el comportamiento que encontramos se asemeja a lo que ocurre en el caso de una enana
blanca.

5.3. Resultados del analisis de estabilidad

5.3.1. Regiones de inestabilidad en las estrellas PG1159 pul-
santes

Lo primero que hicimos para estudiar la estabilidad de estas estrellas es averiguar en
qué regiones, dentro de la secuencia evolutiva considerada (180000K > T,z > 80000K)
existe inestabilidad pulsacional. Para ello, empleamos la secuencia de modelos estelares
para los cuales obtuvimos previamente las soluciones adiabaticas, y calculamos los mo-
dos no-adiabaticos. Basandonos en el criterio del coeficiente de estabilidad normalizado,
encontramos cuales de los modos son inestables.
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En la Figura 5.3 mostramos el track evolutivo en el diagrama HR, en donde las re-
giones de inestabilidad estdn indicadas con curvas gruesas. También graficamos los dia-
gramas P — log(L/Lg) y P — log(Tws), los cuales se muestran en la Figura 5.4. All{ las
regiones oscuras son las que nos indican los periodos inestables. Claramente se puede ob-
servar de estos diagramas que los modos dipolares muestran dos regiones de inestabilidad
separadas en una zona de alta luminosidad (baja gravedad superficial) y baja luminosidad
(alta gravedad superficial). Para la zona de alta luminosidad, encontramos un rango de
periodos inestables entre 800 y 2000 s, los cuales son compatibles con los periodos obser-
vados en las estrellas PNNV. La inestabilidad en esta region finaliza a T.g ~ 173000k,
cerca de la maxima temperatura efectiva que la estrella alcanza en su evolucién. Dado que
nuestros calculos evolutivos comienzan a partir de una 7T.¢ para la cual ya existe inestabil-
idad, no encontramos un limite de baja temperatura efectiva (borde rojo) en esta zona de
inestabilidad. Por otra parte, debido a que restringimos nuestros cédlculos de pulsaciones
a un periodo maximo de 2000 s, tampoco encontramos un borde superior en la regiéon de
inestabilidad para los periodos.

En la zona de baja luminosidad, la inestabilidad comienza cuando la estrella alcanza
una Tog ~ 117000K. Para todo este rango de temperaturas, la estrella ya se encuentra
en la secuencia de enfriamiento de enanas blancas. Los periodos alcanzados en la zona
de baja luminosidad se encuentran comprendidos entre 150 y 800 s, los cuales estan en
buen acuerdo con los periodos observados de las estrellas GW Vir naked. Observando la
Figura 5.4 vemos que tampoco hay un borde rojo de la regiéon de inestabilidad, con lo
cual ésta continua hacia bajas temperaturas efectivas. Asi, no hay amortiguamiento de las
pulsaciones en modos ¢ a lo largo de la secuencia de enfriamiento de las WDs. Mas adelante
veremos que cuando la difusién es tenida en cuenta en nuestros modelos, esta tiltima region
de inestabilidad mostrara un borde rojo definido sobre el plano P — log (7).

Veamos cudl es el comportamiento del espectro de periodos a medida que la estrella
evoluciona. Los periodos de pulsacién decrecen en los estados para los cuales el modelo
se esta aproximando a su maxima T.g. Esto es debido a que la estrella esta sufriendo una
rapida contraccion, en particular en las capas externas y los efectos de contraccién conducen
a un decrecimiento en los periodos de pulsacién (Winget et al. 1983). Cuando el modelo
ya ha entrado en su fase de enfriamiento, los periodos crecen a partir de log(Tug) ~ 5,1 en
respuesta al decrecimiento de la frecuencia de Brunt-Vaiséla en el interior de la estrella.
De esta manera, en esta fase el comportamiento que se observa es el tipico de las estrellas
enanas blancas pulsantes, con periodos en aumento a medida que la temperatura efectiva
decrece.

Los rangos de periodos excitados con su correspondiente distribucién binomial en el
plano P —log(L/L) (periodos cortos excitados a bajas luminosidades y periodos largos
excitados a altas luminosidades), pueden ser explicados a través del argumento demostrado
por Cox(1980), que fue mencionado en el Capitulo 3, el cual nos dice que sé6lo los periodos
comparables a la escala de tiempo térmica en la region de excitacién pueden ser inestables.
La siguiente integral se extiende sobre la masa de la envoltura por encima de la regién de
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excitacion de las pulsaciones My, :

f]w;; CVTer Ny CvTMdz
L. T L

II =~ Tth(rd) = (51)
donde CY es el calor especifico por gramo a volumen constante, y M,, es la masa interior a
rq, la coordenada radial de la regién de maxima excitacion. Esta relacion define el periodo
de pulsaciéon IT para el cual las circunstancias son optimas para la excitacién pulsacional.
Ahora, de CvTMdZ , tenemos que el producto del numerador sobrecompensa siempre el cam-
bio en lum1n051dad en el denominador. Esto es debido principalmente al decrecimiento en
la masa de la envoltura que se encuentra por encima de la region de excitacién, a medida
que la estrella evoluciona hacia la secuencia de enfriamiento de las WDs. Por ejemplo, a
log(Ter) = 5,06, My, a altas luminosidades es 630 veces més grandes que a bajas luminosi-
dades. Asi, la fase de alta luminosidad “prefiere” periodos mas largos para pulsar que los
de la fase de baja luminosidad.

4 T T T T

Track evolutivo

de nuestro modelo

de 0.59 M. h

Regiones de
inestabilidad

Log(L/Lgoiar)

15

5.3 5.2 5.1 5 4.9 4.8
Log(TemK]

Figura 5.3: Track evolutivo de modelos de estrellas PG1159 en el diagrama HR. Las curvas gruesas
indican las regiones de inestabilidad pulsacional en modos g con £ = 1. El borde azul (limite de alta
temperatura) de estas regiones de inestabilidad estd indicado con la curva punteada y podemos ver que
puede aproximarse con una recta.

Inspeccionando ahora el track evolutivo (Figura 5.3), se observa un limite de alta tem-
peratura efectiva (borde azul) sobre el diagrama HR, el cual puede ser aproximado por una
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Figura 5.4: Perfodos calculados para toda la secuencia evolutiva de modelos considerados. Los periodos
de los modos inestables ocupan las regiones oscuras en ambos diagramas. El panel izquierdo muestra los
periodos inestables en el plano P-log(L/Lg), donde se puede observar cémo éstos evolucionan a medida
que la luminosidad decrece, y el panel derecho muestra lo mismo pero en el plano P-log(Teg). Podemos ver
que hay dos regiones de inestabilidad divididas en largos periodos-alta luminosidad y cortos periodos-baja
luminosidad.

linea recta y difiere del borde azul de la “banda clasica de inestabilidad” (en particular la
pendiente tiene signo opuesto). Este borde azul, asi como la divisién en dos dominios de pul-
sacién de las estrellas PG1159 en largos periodos-altas luminosidades, cortos periodos-bajas
luminosidades coinciden con los resultados obtenidos por Saio (1996) y Gautschy (1997),
y maés recientemente por Gautschy et al. (2005). En las Figuras 5.5 y 5.6 mostramos los
resultados obtenidos por Gautschy et al. (2005). La primera de dichas figuras muestra lo
que Gautschy et al.(2005) obtuvieron al graficar P-log(Teg). El resultado para el modelo
estelar de 0,59M, esta indicado en el mismo grafico con el valor de la masa, y es la curva de
trazos-dos puntos. En la Figura 5.6 se observa lo que dichos autores obtuvieron al graficar
las secuencias evolutivas de cuatro modelos estelares con las zonas de inestabilidad. Aqui,
el track del modelo estelar correspondiente 0,59M, es la tercera de las curvas, partiendo
de la izquierda hacia la derecha. En esta figura también estd indicado el borde azul para
¢ = 1. Podemos ver el excelente acuerdo con lo que obtuvimos nosotros.

Para comparar lo que obtuvimos con las estrellas PG1159 pulsantes espectroscopica-
mente calibradas, graficamos en la Figura 5.7 el track evolutivo y las regiones de inesta-
bilidad sobre el plano log(Tez) — log g . Las zonas evolutivas donde se hallaron modos ¢
inestables se encuentran indicadas con curvas gruesas. También mostramos las estrellas
PG1159 pulsantes observadas. Puede observarse que el acuerdo general entre las observa-
ciones y nuestro modelo es razonablemente bueno.

5.3.2. Coeficiente de estabilidad

Luego de haber obtenido todos los periodos de oscilacién de los modos no-adiabéticos,
analizamos cudles de los modos inestables hallados son més inestables. Esto se encuentra
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Figura 5.5: Diagrama P-log(T.g) obtenido por Gautschy et al.(2005) para ¢ = 1, el cual muestra los
periodos inestables. En esta figura el modelo correspondiente a la secuencia de 0,59M es el indicado
con curvas de trazos-dos puntos. También estdn indicados, para la zona de baja temperatura efectiva, los
resultados obtenidos con y sin difusién para este mismo modelo. Podemos observar que en el caso sin
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indican lo que se obtuvo al analizar las secuencias evolutivas correspondientes a las masas 0.64, 0.55 y 0.53
M@.

reflejado en los valores que adquiere el coeficiente de estabilidad normalizado 7, definido
en el Capitulo 4. Cuanto més grande y positivo sea este coeficiente, mas inestables seran
los modos.

Con este objetivo, elegimos algunos modelos y graficamos para ellos los coeficientes de
estabilidad en funcién de los periodos. De esta manera, analizamos para qué valores de los
periodos este coeficiente alcanza un maximo. Para observar la diferencia cualitativa entre
las dos regiones de inestabilidad, graficamos seis modelos de la regién de inestabilidad de
alta luminosidad y seis de la de baja luminosidad. Los resultados obtenidos se observan en
la Figura 5.8, donde especificamos la temperatura efectiva de cada modelo considerado. En
dicha figura, el panel izquierdo nos indica los resultados obtenidos para los seis modelos de
la regiéon de alta luminosidad. Encontramos que los valores de 1 en esta regién se hallan
entre 1078 <1 < 10™* y podemos ver que a medida que la temperatura efectiva aumenta
(y por lo tanto la estrella evoluciona), el méximo en el coeficiente de estabilidad normal-
izado disminuye en magnitud y los modos inestables son aquellos con periodos cada vez
mas cortos. En particular, podemos ver que en el modelo de menor temperatura el coefi-
ciente de estabilidad normalizado atin no ha alcanzado su maximo valor, lo que nos estaria
indicando que existen modos mas inestables de los hallados que alcanzan periodos mas
largos, pero debido a nuestra restriccién impuesta en el maximo de los periodos calculados
no los encontramos. Los modos més inestables en la region de alta luminosidad alcanzan
los periodos mas largos y la inestabilidad va decayendo a medida que nos acercamos a
la temperatura efectiva maxima de nuestra secuencia de modelos, ya que los valores del
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Figura 5.6: Ubicacién de las cuatro secuencias evolutivas obtenidas por Gautschy et al. (2005) dentro
del diagrama HR. Las curvas gruesas indican las regiones de inestabilidad. El borde azul para ¢ = 1
estd indicado con una curva punteada y el track del modelo estelar correspondiente 0,59M¢ es la tercera
de las curvas, partiendo de la izquierda hacia la derecha.

coeficiente de estabilidad son cada vez menores.

Por otro lado, el panel derecho en la Figura 5.8 nos muestra lo obtenido en la region
inestable de baja luminosidad. Los valores alcanzados aqui por 7 se encuentran en el
rango 10719 < np < 107%. En dicha figura observamos que a medida que va descendiendo
la temperatura efectiva (la estrella aqui se encuentra en la secuencia de enfriamento de
las WDs), el coeficiente de estabilidad va tomando valores cada vez mds grandes y los
modos excitados tienen periodos cada vez més largos. Por lo tanto, contrariamente a lo
que obtuvimos para la regién de alta luminosidad, aqui los modos tienden a ser cada
vez mas inestables a medida que la estrella evoluciona, convirtiéndose en estrella pulsante
con periodos cada vez mas largos (aunque como ya vimos, la duracién de los periodos en
esta etapa de la evolucién es siempre mds corta que en la otra regién de inestabilidad).
Resumiendo, en la region de alta luminosidad los modos con mayor inestabilidad alcanzan
los maximos periodos y se encuentran a las menores temperaturas del modelo. Y en la regién
de baja luminosidad los modos con mayor inestabilidad también alcanzan los mayores
periodos de esta zona, a las minimas temperaturas efectivas de nuestro modelo.

El analisis que acabamos de hacer justifica las dos regiones divididas de inestabilidad
halladas.
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Figura 5.7: Track evolutivo sobre el plano log(Teg) — logg. A lo largo del track, las regiones con modos
g inestables estan graficadas con curvas gruesas. Los simbolos con barras de error representan las estrellas
PG1159 pulsantes observadas. Puede observarse que el acuerdo general entre las observaciones y nuestro
modelo es razonablemente bueno. (Datos tomados de Werner et al. 1997 y Miksa et al. 2002)

5.3.3. Periodos adiabaticos vs. periodos no-adiabaticos

Una forma de verificar la consistencia de nuestros calculos es comparar los periodos
adiabaticos con los no-adiabaticos. Debido a que nuestro problema es débilmente no-
adiabatico, deberiamos obtener una gran similitud entre ambos conjuntos de periodos.
Recordar que el periodo no-adiabatico se obtiene a partir de la expresion:

Pnoa = 2_7T
OR
siendo op la parte real de la autofrecuencia o.

Para realizar la comparacién, graficamos en la Figura 5.9 el logaritmo de la diferencia
relativa entre los periodos adiabaticos y los periodos no-adiabaticos, en funcion del orden
radial k. Lo que se observa es que la diferencia relativa en casi todos los casos se encuentra
entre 0.01 (esto es, si el P,y = 200 s. la diferencia con el P,,, es de 2s.) y 0.001 (diferencia
de 0.2 segundos en el ejemplo anterior), observando en algunos casos una diferencia de
hasta 0.0001. Esto nos demuestra que ambos conjuntos de periodos son muy similares, lo
cual nos indica que la convergencia de los modos adiabaticos a los modos no-adiabaticos es
muy buena, no obstante utilizar como solucién aproximada del método iterativo los modos
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Figura 5.8: Coeficiente de estabilidad normalizado en funcién de los periodos. El panel de la izquierda nos
indica lo obtenido para seis modelos que corresponden a la regién de inestabilidad de altas luminosidades,
con las temperturas efectivas de estos modelos especificadas en el grafico, y el panel de la derecha corre-
sponde a seis modelos de la zona de baja luminosidad; también sus temperaturas efectivas estan indicadas
en el grafico. Puede observarse que en ambos paneles los modos mas inestables son los de periodos mas
largos correspondientes a sus respectivas regiones.

adiabdticos (forzando de esta manera que las autofunciones ys e yg sean 0 en el inicio del
proceso).

Sélo en unos pocos casos obtuvimos un mal acuerdo entre ambos periodos. Esto se
debe al hecho de que, a veces, la soluciéon adiabéatica de un cierto orden radial £ converge
a la solucién no-adiabatica correspondiente a otro k. Esto 1ltimo se debe a que la solucion
aproximada que estamos utilizando en nuestro programa no es del todo apropiada en
algunos pocos casos.

5.3.4. Excitacion y amortiguamiento de modos

Hasta aqui hemos hablado de las regiones de inestabilidad en el diagrama HR y en el de
P-log(Tes), y de los periodos de los modos inestables, pero todavia no dijimos nada acerca
del mecanismo de excitacién .

Como ya hemos indicado, el andlisis de estabilidad fue realizado considerando que la
excitacion de los modos ¢ inestables se debe al mecanismo x — v, el cual es el mecan-
ismo actualmente aceptado como agente desestabilizador en estrellas PG1159. También
recordemos que las pulsaciones en estos modelos son naturalmente excitadas sin necesidad
de invocar gradientes en la composiciéon quimica, como se suponia en trabajos anteriores
(Starrfield et al. 1983,1984,1985 ; Stanghellini et al.1991).

Para observar los detalles de los procesos de excitacién y amortiguamiento, elegimos dos
modelos representativos de la zona de inestabilidad a altas luminosidades y dos modelos
representativos de la zona de baja luminosidad. Graficamos para cada uno de ellos la
derivada de la integral del trabajo (dW/dr), la opacidad (k) y la funcién C'k en funcién de

la coordenada — log(1 — %T ) para todos los modos del modelo, donde
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Kp
Ck KT + (F3 — 1) (52)
la cual, como sabemos, debe verificar dC'x/dr > 0 para que la regién en cuestién excite
pulsaciones.
La eleccion de la coordenada espacial como una funcién de la masa fraccional — log(1 —
%: ) se debe a que ésta coordenada amplifica la regién superficial de la estrella, que es donde
sabemos que son excitados los modos g de nuestros modelos. Notemos que un valor 0 de
esta coordenada nos indica la ubicacién del centro estelar y un valor 2 nos indica la zona
de transicién entre el nicleo y la envoltura. Veamos que para — log(1 — %T ) =4, la masa
interior al radio r es de M, = (1 — 10_4)M* = 0,9999M,, es decir debajo de ese r tenemos
casi toda la masa de la estrella; y a valores mayores de la coordenada amplificadora mas
nos acercamos a la superficie estelar. Debido a que en nuestros modelos de estrellas GW
Vir las capas mas profundas que — log(1 — %) ~ 4 y mas externas que — log(1 — %’“) ~ 12
no contribuyen ni al amortiguamiento ni a la excitaciéon de los modos, restringimos el valor
de esta variable al rango [4-12] a la hora de mostrar nuestros resultados.
En la Figura 5.10 se indica la ubicaciéon de los modelos considerados caracterizados por

las siguientes luminosidades y temperaturas efectivas:
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Modelo a: Teg = 150216 K y log(L/Ls) = 3,66
Modelo b: Tog = 160000K y log(L/Ls) = 3,59
Modelo c: Tog = 98925K y log(L/Ls) = 1,49
Modelo d: Tog = 79353K y log(L/Le) = 1,01

4 T T T T

Log(L/Lggjar)

15

05

0 1 1 1 1
5.3 5.2 51 5 4.9 4.8

LOg(Teff)[K]

Figura 5.10: Ubicacién en el track evolutivo de los modelos a analizar. Dichos modelos, indicados con las
letras a, b, ¢ y d, estan caracterizados por las siguientes temperaturas efectivas y luminosidades. Modelo
a: Teg = 150216K y log(L/Lg) = 3,66; Modelo b: Tegr = 160000K y log(L/Lg) = 3,59; Modelo c:
Teg = 98925K y log(L/Ly) = 1,49 y Modelo d: Teg = 79353K y log(L/Lg) = 1,01.

En la Figura 5.11 hemos graficado dW/dr (paneles superiores), s (paneles centrales) y
Ck (paneles inferiores) para los dos modelos que se encuentran en el rango de inestabilidad
de alta luminosidad (Modelos a y b). Sabemos que un valor positivo de la derivada de
la integral de trabajo nos da la cantidad de energia localmente ganada por el material
desplazado durante un ciclo de pulsacion, y por lo tanto nos esta indicando una region de
excitacién, mientras que un valor negativo de esta cantidad nos indica la energia localmente
perdida por el material desplazado durante un ciclo de pulsacién, por lo cual esta region
estara contribuyendo al amortiguamiento del modo.

Observamos que en ambos modelos, la region de excitacién indicada por la derivada
de la integral del trabajo (es decir, sus valores positivos) estd claramente asociada con el
méaximo valor alcanzado (el pico) en el perfil de la opacidad.

También se observa en estos graficos que en la misma region donde se verifica la car-
acteristica mencionada anteriormente ( dW/dr positiva asociada al pico en la opacidad) la
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funcién Ck es creciente, lo cual indica que su derivada en esta region es positiva, y ésto

satisface la condicion requerida en la opacidad para excitar modos. En ambos modelos, los
— M-y '8, esto es en la parte externa de la estrella.

picos en la opacidad se dan en — log(1 w
Por otro lado, si la region de valores positivos en la derivada de la integral de trabajo

sobrecompensa la region de los valores negativos, el modo sera globalmente excitado. Esto
es lo que sucede en nuestros dos modelos, en particular en el Modelo a. Esto tltimo se debe
a que, como ya hemos indicado, los modos en este rango de altas luminosidades tienen una

inestabilidad mayor cuanto menor es la temperatura.

Model o b
Teff = 160000 K
Log(L/Lsolar) = 3.59

Model o a
Teff = 150216 K
Log(L/Lsolar) = 3.66
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Figura 5.11: Graficos de dW/dr (paneles superiores), x (paneles centrales) y C'x (paneles inferiores) para

los Modelos a y b indicados en la Figura 5.10. Se puede observar en ambos modelos que los valores positivos

de los paneles superiores estan asociados a los picos en la opacidad y a valores positivos de la derivada de
M,

i) ~ 8, esto

la funcién Ck. Dichas caracteristicas se observan en la regién de la estrella donde — log(1 —

es, en la parte externa de la misma.

Pasemos a analizar ahora la Figura 5.12 que corresponde a los dos modelos elegidos
de la zona de baja luminosidad (Modelos ¢ y d). Lo que observamos aqui es que tenemos
cualitativamente las mismas caracterisiticas, esto es: valores positivos de la derivada de W
asociados al pico en la opacidad y a una funcién Ck creciente. Lo que podemos observar
aqui es que los dos picos en la opacidad son mas pronunciados y alcanzan valores mucho

68



méas grandes que en los casos anteriores. Entre estos dos picos, el pico en el Modelo d (el
de menor temperatura en este caso), es mayor que el primero. También en el segundo de
estos modelos se oberva que la suma de las contribuciones positivas en la derivada de W es
mayor a la del modelo anterior, por lo que los modos aqui son més inestables (esto estd en
acuerdo con lo que obtuvimos al analizar el coeficiente de estabilidad normalizado).

Una diferencia importante en cuanto a los modos inestables de esta region de bajas
luminosidades con respecto a los de altas luminosidades es que aqui la inestabilidad se
da en una region atiin mas externa de la estrella, hacia la superficie. Notemos que el pico en
la opacidad se observa en —log(1 — %’“) ~ 10. Es decir, las caracteristicas de las funciones
en estos modelos son cualitativamente iguales a las anteriores, pero corridas hacia una
region mas exterior de la estrella. Esto es debido a un corrimiento hacia afuera en el perfil
interno de temperaturas del modelo, como resultado de su evolucién.

Hemos visto, entonces, que los modos g se excitan en una region comprendida entre
—log(1 — %T) ~ 8y —log(l— %) ~ 10. Entre esta region (la cual esta caracterizada por
una abundancia de He de ~ 30%) y la superficie, no existen gradientes de composicién
quimica. Esto también est4 en acuerdo con Gautschy et al. (2005).

Ya verificamos en qué regiones de la estrella se excitan los modos inestables, y vimos
que ellas cumplian con los requisitos necesarios para que el mecanismo que actie en la zona
de inestabilidad sea el mecanismo x , inducido éste por el pico en la opacidad originado
por la ionizaciéon parcial del C y O. También observamos que la integral del trabajo nos
sirvié para encontrar las zonas de excitacion de los modos inestables.

A continuacién, analizamos cémo van variando estas mismas funciones (dW/dr, k,
Ck) cuando la estrella pasa de su fase de inestabilidad a estabilidad (en la regién de
altas luminosidades), y cuando pasa de ser estable a ser inestable (en la region de bajas
luminosidades). Para ello, tomamos tres modelos de la zona de alta luminosidad : uno de
ellos se encuentra en el régimen de inestabilidad (Modelo a), el siguiente modelo se halla
en el limite entre las regiones (Modelo b) y el tercero se encuentra ya en la regién estable
(Modelo ¢). Luego, tomamos tres modelos de la zona de baja luminosidad, donde el primero
de ellos se encuentra en la zona estable (Modelo d), el segundo en el limite (Modelo e) y
el tercero en la regién de inestabilidad (Modelo f).

En la Figura 5.13 se indica la ubicacién de los modelos utilizados en el track evolutivo
y a continuacién les presentamos las caracteristicas de dichos modelos.

Modelo a: Teg = 149473K y log(L/Ls) = 3,67

Modelo b: Tog = 172374K y log(L/Le) = 3,44

Modelo ¢: Tog = 176219K y log(L/Ls) = 3,30

Modelo d: Tog = 134392K y log(L/Ls) = 2,22

Modelo e: Tog = 116465K y log(L/Ls) = 1,87

Modelo f: Tog = 84916 K y log(L/Lg) = 1,15

Podemos ver en la Figura 5.14 cémo va variando la integral del trabajo al pasar de la
regién inestable a estable. Se ve claramente que ya en el Modelo b (modelo en el limite de
inestabilidad), comienza a ser mas pronunciada la regién de amortiguamiento, compensan-
do a la de excitacién, por lo que el limite ya tiende a que el modelo sea mas estable que
inestable. En el dltimo de los tres graficos, el modelo es totalmente estable, y la compen-
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Figura 5.12: Idem a la Figura 5.11, pero para los Modelos ¢ y d indicados en la Figura 5.10. Aqu{ también
se puede observar que los valores positivos de los paneles superiores estdan asociados a los picos en la

opacidad y a valores positivos de la derivada de la funcion Ck. En estos modelos, las caracteristicas
mencionadas se observan en una regién més exterior de la estrella, donde —log(1 — %) ~ 10.

sacién de la region de amortiguamiento por sobre la de excitacién nos indica que el modelo
es globalmente estable.

En la Figura 5.15 observamos qué ocurre cuando nos acercamos a bajas luminosidades,
pasando de un régimen estable a uno inestable. Para el modelo que se encuentra en la region
estable (Modelo d) y el modelo en el limite de inestabilidad (Modelo €) no encontramos
mayores diferencias. La derivada de la integral de trabajo es muy similar, acusando un leve
crecimiento de la parte que toma valores positivos para el modelo limite, lo cual muestra
la tendencia del modelo hacia la inestabilidad. En cuanto a los picos en la opacidad, éste
toma un mayor valor en el modelo limite, aunque tampoco en demasia, y las funciones Ck
presentan las mismas caracteristicas.

Con respecto al tercer modelo (Modelo f), aqui se nota claramente una mayor eficiencia
desestabilizante de la zona de excitacién, en comparacion con el efecto estabilizador de la
zona de amortiguamiento. El pico en la opacidad es mucho mas pronunciado alcanzando
valores de hasta un factor 2-3 mayor que en los otros casos. Por otro lado, el comportamiento

70



Log(L/Lggiar)

15

0.5 r

5.3 5.2 5.1 5 4.9 4.8
Log(TemK]

Figura 5.13: Ubicacién de los modelos considerados para analizar la transicién de fase inestable [estable]
- estable [inestable], dentro de la secuencia evolutiva. Dichos modelos, indicados en la secuencia evolutiva
con las letras a, b, ¢, d,e y f, estdn caracterizados por las siguientes temperaturas efectivas y luminosidades.
Modelo a: Teg = 149473K y log(L/Lg) = 3,67; Modelo b: Teg = 172374K y log(L/Lg) = 3,44; Modelo
c: Ter = 176219K y log(L/Lg) = 3,30; Modelo d: Teg = 134392K y log(L/Ls) = 2,22; Modelo e:
Ter = 116465K y log(L/Lg) = 1,87 y Modelo f: Teg = 84916K y log(L/Lg) = 1,15.

de la funcion C'k es similar a los casos anteriores.

A partir de este analisis, encontramos que la transicién de inestabilidad a estabilidad
a altas luminosidades, es mas abrupta que el paso de estabilidad a inestabilidad a bajas
luminosidades.

5.3.5. Modelos con difusién

Hasta aqui, los modelos evolutivos considerados fueron calculados sin considerar la
difusién de los elementos quimicos. Ahora, queremos ver qué sucede con las pulsaciones
de estas estrellas GW Vir cuando actia la difusiéon quimica. Como veremos, las especies
quimicas més pesadas (C, O) se “hunden” hacia el interior de la estrella, mientras que el
He, siendo un elemento mas liviano, comienza a “flotar” hacia la superficie. Esto es debido
al settling (“asentamiento”) gravitacional.

Lo que hicimos fue evolucionar toda la secuencia de modelos incorporando la difusién
de elementos en Tog = 88176 K ( log(Teq) ~ 4,95, log(L/Le) = 1,23)
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Figura 5.14: Gréficos de dW/dr (paneles superiores), £ (paneles centrales) y Ck (paneles inferiores) para
los Modelos a, by ¢, indicados en la Figura 5.13. Aqui, observamos la variacién de las funciones graficadas
a medida que la estrella pasa de la region de inestabilidad a la region de estabilidad, para la zona de altas
luminosidades. Como podemos notar, el cambio es bastante abrupto: ya el Modelo b, que se encuentra en
el limite entre las regiones inestable-estable, muestra una clara tendencia hacia la estabilidad.

Es importante destacar aqui que el momento en que se activa la difusiéon es arbitrario. En
el cédigo evolutivo se impone la difusion abruptamente, a una dada temperatura efectiva,
cuando en realidad la difusién es un proceso que se da en forma gradual en las estrellas
reales. Por otra parte, efectos que acttian en contra de la difusiéon quimica, tales como los
vientos estelares, no fueron tenidos en cuenta en nuestros calculos. Dichos efectos retardan
la accién de la difusién quimica.

Lo primero que observamos es que apenas se induce la difusion, la sedimentacién de los
elementos es muy efectiva, y rapidamente se observan gradientes de helio en la envoltura
de la estrella. Esto puede observarse en los perfiles de abundancias graficados en la Fig-
uras 5.16 y 5.17, donde vemos que el helio “flota” por sobre los elementos mas pesados,
y comienza a separarse de ellos, con lo cual se va convirtiendo en el elemento dominante
en la envoltura estelar, mientras que los elementos mas pesados como el O y el C dismin-
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Figura 5.15: I[dem a la Figura 5.14, pero para los Modelos d, e y f, indicados en la Figura 5.13. Aqui la
transicion de la regién estable a inestable se encuentra en forma mas gradual. El Modelo e, que se encuentra
en el limite de dichas regiones muestra una leve tendencia hacia la inestabilidad, hecho que claramente se
verifica en el ultimo de los modelos mostrados.

uyen su abundancia en la envoltura estelar. Los dos modelos representados en los perfiles
de abundancia corresponden a T,y = 84750K y log(L/Ls) = 1,14, para el primero de
ellos, y Tog = 76761 K y log(L/Ls) = 0,90 para el segundo. (Comparar estos perfiles de
abundancias con la Figura 5.1, que correspondia a los modelos sin difusién).

Légicamente este cambio abrupto en la composiciéon quimica de las envolturas provo-
card algun efecto en las pulsaciones, ya que dicho cambio afecta directamente a la opacidad,
principal responsable del mecanismo de excitacién. Veamos entonces qué ocurre con las pul-
saciones, una vez inducida la difusién. Para ello, graficamos nuevamente el track evolutivo
sobre el diagrama HR, indicando las zonas de inestabilidad (Figura 5.18) y luego graficamos
el diagrama en el plano log(7Tws) — P (Figura 5.19).

Claramente, de la Figura 5.18 se observa que la difusién inhibe (“apaga”) la inestabil-
idad sobre la rama evolutiva de bajas luminosidades, destruyendo rapidamente las pulsa-
ciones. De hecho, el segundo modelo calculado luego de inducir la difusién ya no presenta
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Figura 5.16: Perfil de abundancias quimicas (X;) para uno de nuestros modelos calculados, una
vez inducida la difusién en log(Teg) ~ 4,95. Dicho modelo estd caracterizado por log(Teg) = 4,93 y
log(L/Lg) = 1,14. Podemos observar cémo el helio “flota” por sobre los elementos més pesados, convir-
tiéndose en el elemento dominante en la envoltura y superficie estelar.
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Figura 5.17: Idem a la Figura 5.16, pero para un modelo caracterizado por log(Teg) = 4,89 y log(L/Le) =

0,90. Aqui, el dominio del helio por sobre el resto de los elementos alcanza regiones aiin méas profundas del
modelo, en comparacién al caso mostrado en la figura anterior.

modos inestables. Luego, podemos decir que las inestabilidades de modos g finalizan cuando
la abundancia en He excede un cierto nivel critico.
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Figura 5.18: Track evolutivo sobre el diagrama HR. Con curvas gruesas se indican las zonas de inestabil-
idad una vez inducida la difusién. Podemos observar que la difusiéon inhibe la inestabilidad sobre la rama
de bajas luminosidades, originando un limite rojo.

De la Figura 5.19 tenemos que se observa un borde rojo definido sobre el plano log(Teg)—
P. Recordar que, por el contrario, la region de inestabilidad de la secuencia sin difusién
continuaba creciendo hacia bajas Teg. Con esto, vemos que para log(Te) > 4,95 las regiones
de inestabilidad de los modelos evolucionados con y sin difusion son indistinguibles, pero a
partir de alli, pasan a ser completamente diferentes. Recordemos que la posicién del borde
rojo no es realista, ya que depende del momento en el cual imponemos la difusién quimica
en los céalculos evolutivos. De todas maneras, lo importante aqui es que la difusion origina
un borde rojo. Como ya dijimos existen otros factores que influyen en que la difusién sea
mas o menos efectiva y que varian de estrella a estrella, y por lo tanto no puede esperarse
un unico borde rojo en este tipo de estrellas.

Para ver cémo afecta la difusién a las regiones de inestabilidad dentro de la estrella,
tomamos dos modelos con difusién (los cuales sin difusién resultaban ser inestables) y vemos
cémo varian los graficos de la derivada de la integral de trabajo, la opacidad y la funcién de
la condicién de excitacién, cuando actia la difusion. Los dos modelos elegidos corresponden
a los mismos modelos considerados en las Figuras 5.16 y 5.17 y estan caracterizados por
las temperaturas Tog = 84750K v Tog = 76761 K, respectivamente. Para el primer modelo,
en la Figura 5.20, ya se observan grandes cambios.

Podemos observar, de la derivada de la integral de trabajo, que sélo hay contribuciones
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Figura 5.19: Perfodos calculados para toda la secuencia evolutiva de modelos considerados, una vez
inducida la difusién a log(Tes) ~ 4,95. Los periodos inestables ocupan las regiones oscuras en este diagrama
sobre el plano log(Teg) — P. Se puede observar un definido borde rojo.

al amortiguamiento de los modos, con valores de dW/dr negativos. Hay un gran cambio
también en la opacidad, para la cual el pico originado por la ionizacion parcial de C y O
se ha amortiguado, debido al dominio del helio en la zona de excitacién. La funcion C'k no
ha cambiado mucho su comportamiento, pero si los valores adquiridos.

Este comportamiento se encuentra més pronunciado en el modelo siguiente (ver Figura
5.21), donde aqui vemos que la opacidad casi no presenta pico, y ésta estd totalmente
amortiguada en la zona de excitacion. Los valores negativos de la derivada de la integral
de trabajo contribuyen a que sélo exista amortiguamiento.
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Figura 5.20: Graficos de dW/dr (panel superior), x (panel central) y Ck (panel inferior) para un modelo
calculado una vez inducida la difusién, caracterizado éste por Teg = 84750K y log(L/Lg) = 1,14. Podemos
observar, a partir de la derivada de la integral de trabajo, que sélo hay amortiguamiento, teniendo dW/dr
valores negativos, y el pico en la opacidad debido a la ionizacién parcial de C y O se encuentra amortiguado.
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Figura 5.21: Idem a la Figura 5.20 para un modelo caracterizado por Teg = 76761K y log(L/Lg) = 0,90.
Aqui, la opacidad casi no presenta pico y los valores negativos observados en la derivada de la integral de

trabajo contribuyen a que sélo exista amortiguamiento.
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Capitulo 6

Conclusiones y proyectos futuros

A lo largo de esta Tesis hemos realizado, en una primera etapa, la generalizacién del
c6digo adiabatico de pulsaciones no-radiales, desarrollado por Cérsico, A.H (1998), rela-
jando la condicion de adiabaticidad. En esta etapa se programoé el mismo método iterativo
para la resolucion de las ecuaciones de pulsacién que fue usado en el caso adiabatico, pero
esta vez utilizando un conjunto de seis ecuaciones en variables complejas (no reales), en
lugar de las cuatro ecuaciones en variables reales que requeria el cédigo adiabatico. Tam-
bién se incorporé el calculo de cantidades asociadas al estudio de la estabilidad pulsacional
y los mecanismos de excitacién, tales como la integral de trabajo (W), el coeficiente de
estabilidad normalizado, condicion de excitacién, etc.

En una segunda etapa, se testeo el funcionamiento del codigo no-adiabatico, aplicandolo
a modelos realistas de estrellas. Para ello, estudiamos la estabilidad de una clase de es-
trellas pulsantes en particular: las estrellas pre-enanas blancas PG1159 pulsantes (también
llamadas GW Vir). Para la aplicacién del mencionado cédigo no-adiabético de pulsaciones
fue necesaria la utilizacién de modelos muy detallados de las configuraciones en equilibrio.
Afortunadamente, contamos con tales modelos evolutivos disenados por el Grupo de Evolu-
cién Estelar y Pulsaciones de nuestro Observatorio, que calculan la evolucion de estrellas
enanas blancas teniendo en cuenta un completo y detallado tratamiento de los procesos
fisicos que conducen a las formacién de tales estrellas. Luego, nuestro analisis de estabili-
dad se bas6 en modelos estelares que tienen en cuenta la completa evolucién de la estrella
progenitora. Dado que recientemente otros investigadores llevaron a cabo un estudio de
estabilidad de estos mismos modelos evolutivos (Gautschy et al. 2005), fuimos capaces de
hacer una comparacién detallada entre nuestros resultados y los de dichos autores. Con
respecto a la soluciones aproximadas requeridas por el método iterativo que resuelve las
ecuaciones no-adiabaticas, hemos utilizado las soluciones adiabaticas calculadas con el codi-
go adiabdtico de pulsacién (debido a que los efectos no-adiabéticos en las estrellas GW Vir
no son demasiado grandes), imponiendo de esta manera que las soluciones iniciales de ys
e Yg sean cero.

Como resultado, obtuvimos que el nuevo coédigo converge a la solucién no-adiabatica en
sélo 7 u 8 iteraciones y en un tiempo bastante rédpido (para cada modelo, del orden de 2-5
minutos, y para los ~ 300 modelos que hemos utilizado tardé entre 10 y 20 horas. En unos
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pocos casos, los modos adiabaticos convergian a un modo con orden radial diferente al que
le correspondia, y esto se debe principalmente a la cruda eleccion de la solucién inicial.

El analisis de estabilidad realizado nos indica que las estrellas PG1159 pulsantes tienen
su dominio de inestabilidad dividido en dos claras regiones: periodos largos - alta luminosi-
dad, periodos cortos - baja luminosidad, los cuales coinciden con los resultados obtenidos
observacionalmente (ver Tabla 5.1). En cuanto a las zonas de inestabilidad, hallamos que
existe un borde azul, el cual puede aproximarse con una recta, pero no encontramos un
borde rojo definido. También obtuvimos que el mecanismo de excitacién que excita estos
modos inestables es el mecanismo x, que actiia en las zonas de ionizacién parcial de C y
O. Luego, al agregar la difusién microscépica a nuestros modelos en equilibrio, hallamos
que la estrella deja de pulsar a partir de una determinada T.g en la zona de bajas lumi-
nosidades, cuando la abundancia del helio en la envoltura alcanza un valor alto, generando
asi un borde rojo. La difusion fue impuesta en nuestros modelos a una T,g ~ 88000k,
en forma arbritraria. Debido a esto, y a otros procesos que no hemos tenido en cuenta y
contrarrestan el efecto de la difusién, el borde rojo hallado no es tnico, éste va a depender
de cada estrella en particular, y del momento en que se imponga la difusién.

Los resultados obtenidos ultilizando el nuevo cédigo de pulsaciones no-adiabaticas estan
en un excelente acuerdo con los hallados por Gautschy et al. (2005). De esta manera,
podemos concluir que el funcionamiento en general del cédigo no-adiabatico es muy bueno,
y puede ser utilizado como una herramienta eficiente para estudiar la estabilidad de estrellas
variables.

Los proyectos a realizar en un futuro serian, en una primera instancia, seguir mejorando
el cédigo no-adiabatico. Para ello, incorporaremos la busqueda de soluciones aproximadas
para comenzar el método iterativo. Esto nos permitirda obtener una mejor convergencia
a las soluciones buscadas, y ademas permitira aplicar el cédigo a estrellas pulsantes que
tengan una mayor no-adiabaticidad (esto es,a aquellas estrellas para las cuales los efectos
no-adiabaticos sean de una importancia tal que las soluciones no-adiabaticas se apartan
demasiado de las adiabdticas).

Por otro lado, una vez mejorado el cédigo, lo acoplaremos al cédigo evolutivo y ex-
plotaremos al maximo los modelos evolutivos elaborados por el Grupo de Evolucién Este-
lar y Pulsaciones de nuestro Observatorio, para realizar andlisis de estabilidad pulsacional,
empleando nuestras propias herramientas numeéricas, a estrellas tales como enanas blan-
cas DA y DB, estrellas variables § Scuti y v Doradus, para las cuales estudiaremos los
mecanismos de excitacién y las bandas de inestabilidad.

Otro proyecto, a largo plazo, es el estudio de la interaccion conveccién-pulsacion. Un
tratamiento adecuado de este tipo, que permite realizar un anélisis pulsacional mas realista
en estrellas donde la conveccién juega un rol muy importante (como es el caso de las ZZ
Ceti), no existe en la actualidad, debido a la complejidad que representa acoplar las ecua-
ciones de pulsaciones no-adiabaticas con un completo tratamiento convectivo dependiente
del tiempo.
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